Calculation of Standard Thermodynamic Functions of Simple Compounds under Thermal Plasma Conditions by Živný, Oldřich
VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
FAKULTA CHEMICKÁ
ÚSTAV FYZIKÁLNÍ A SPOTŘEBNÍ CHEMIE
FACULTY OF CHEMISTRY
INSTITUTE OF PHYSICAL AND APPLIED CHEMISTRY
VÝPOČET STANDARTNÍCH TERMODYNAMICKÝCH FUNKCÍ
JEDNODUCHÝCH SLOUČENIN
V PODMÍNKÁCH TERMÁLNÍHO PLAZMATU
DIZERTAČNÍ PRÁCE
DOCTORAL THESIS
AUTOR PRÁCE Mgr. OLDŘICH ŽIVNÝ
AUTHOR
BRNO 2010

VYSOKÉ UČENÍ TECHNICKÉ V BRNĚ
BRNO UNIVERSITY OF TECHNOLOGY
FAKULTA CHEMICKÁ
ÚSTAV FYZIKÁLNÍ A SPOTŘEBNÍ CHEMIE
FACULTY OF CHEMISTRY
INSTITUTE OF PHYSICAL AND APPLIED CHEMISTRY
VÝPOČET STANDARTNÍCH TERMODYNAMICKÝCH
FUNKCÍ JEDNODUCHÝCH SLOUČENIN
V PODMÍNKÁCH TERMÁLNÍHO PLAZMATU
CALCULATION OF STANDARD THERMODYNAMIC FUNCTIONS OF SIMPLE COMPOUNDS
UNDER THERMAL PLASMA CONDITIONS
DIZERTAČNÍ PRÁCE
DOCTORAL THESIS
AUTOR PRÁCE Mgr. OLDŘICH ŽIVNÝ
AUTHOR
VEDOUCÍ PRÁCE doc. RNDr. FRANTIŠEK KRČMA, Ph.D.
SUPERVISOR
BRNO 2010

Vysoké učení technické v Brně
Fakulta chemická
Purkyňova 464/118, 61200 Brno 12
Zadání dizertační práce
Číslo dizertační práce: FCH-DIZ0010/2009 Akademický rok: 2010/2011
Ústav: Ústav fyzikální a spotřební chemie
Student(ka): Mgr. Oldřich Živný
Studijní program: Fyzikální chemie (P1404) 
Studijní obor: Fyzikální chemie (1404V001) 
Vedoucí práce doc. RNDr. František Krčma, Ph.D.
Konzultanti:
Název dizertační práce:
Výpočet standartních termodynamických funkcí jednoduchých sloučenin
v podmínkách termálního plazmatu
Zadání dizertační práce:
Zpracujte přehled aktuální metodiky výpočtu standartních termodynamických funkcí.
Seznamte se se základy statistické termodynamiky nezbytné pro fyzikální opodstatnění odpovídající
metodiky.
Na základě dostupných teoretických i experimentálních dat připravte vstupní data potřebná pro vlastní
výpočty. V případě absence údajů zvažte možnost jejich ab initio výpočtu.
Realizujte výpočet standartních termodynamických funkcí pro malé molekuly v teplotním rozmězí do cca 50
000 K za tlaků 1kPa až 10 MPa.
Za výše uvedených podmínek studujte složení plynné směsi v podmínkách plazmatu, kde částice na sebe
působí převážně elektrostaticky.
Termín odevzdání dizertační práce: 15.11.2010
Dizertační práce se odevzdává ve třech exemplářích na sekretariát ústavu a v elektronické formě
vedoucímu dizertační práce. Toto zadání je přílohou dizertační práce.
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
Mgr. Oldřich Živný doc. RNDr. František Krčma, Ph.D. prof. Ing. Miloslav Pekař, CSc.
Student(ka) Vedoucí práce Ředitel ústavu
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
V Brně, dne 29.3.2010 prof. Ing. Jaromír Havlica, DrSc.
Děkan fakulty

Abstrakt
Podstatou předkládané práce je poskytnout standardní termodynamické funkce (STF)
pro výpočet složení a termodynamických vlastností nízkoteplotního plazmatu a též me-
toda pro takový výpočet používající získané STF za podmínek neideálního plazmatu.
S ohledem na další aplikace v modelování jevů v termálním plazmatu je rozsah tlaků
omezen na oblast od 0,01 bar do 100 bar a teploty 298,15–50 kK. Pro získání STF byla
navržena metoda partiční funkce vycházející ze statistické mechaniky. Byl podán pře-
hled posledního stavu v dané vědecké oblasti a teoretické základy nezbytné pro vytvoření
metody spolu s diskusí problému divergence partiční funkce. Pro výpočet STF dvoua-
tomových molekul byla použita metoda přímé sumace, zatímco pro větší molekuly byl
obecně přijat model tuhého rotoru a harmonického oscilátoru. Spektrální data potřebná
pro výpočty byla převzata z literatury, případně ve vybraných případech vypočtena an
initio metodami kvantové chemie. Výsledné STF byly začleněny do již existujícího da-
tabázového systému a mohou sloužit jako vstupní data pro další termodynamické výpo-
čty. Za účelem výpočtu složení a termodynamických vlastností neideálního homogenního
plazmatu byla vypracována obecná metoda. Metoda je založena na minimalizaci celkové
Gibbsovy energie pro výpočet za konstantního tlaku, případně Helhmholtzovy energie
pro výpočet za konstantního objemu. Výpočetní algoritmus byl implementován do počí-
tačového programu a použit na výpočet složení a termodynamických vlastností produktů
disociace a ionizace SF6 s využitím získaných STF.
Abstract
The essence of presented work is to provide standard thermodynamic functions (STF) of
small size molecules for the calculation of the composition and thermodynamic proper-
ties of low-temperature plasma, and also a method for such a calculation under non-ideal
plasma conditions applying the STF obtained. With a view to further application in mo-
delling the phenomena in thermal plasma the range of pressures is limited to the region
from 0.01 bar to 100 bar, and that of temperature to 298.15–50 kK. To obtain STF the
method of partition function resulting from statistical mechanics was proposed. State
of the art in the given scientific area and the theoretical basis of the statistical mecha-
nics required for establishing the proposed method together with discussion of partition
function divergence problem have been reviewed. For the calculation of STF of diatomic
molecules the direct summation method has been employed, whereas, as for the larger
size molecules, the rigid rotor and harmonic oscillator model have been generally adop-
ted. The spectral data required for the calculations have been taken from literature, or,
in selected cases, these have been computed by quantum chemistry ab initio techniques.
The resulting STF have been included into already existing database system of thermo-
dynamic properties and those can serve as input data for subsequent thermodynamic
calculations. A general method has been worked out for the purpose of the computation
of thermodynamic properties and composition of non-ideal homogenous plasma system
in thermodynamic equilibrium. The method is based on minimizing total Gibbs energy
to compute at constant pressure or Helmholtz energy to compute at constant volume.
The computation algorithm was implemented into computer program and subsequently
applied to the computation of the composition and thermodynamic properties of SF6
dissociation and ionization products using obtained STF.
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Kapitola 1
Úvod
1.1 Uvedení do problematiky předmětu dizertace
Teoretické modelování představuje v současné době nedílnou součást komplexního fyzikál-
ního popisu plazmatu. Teoretický model je založen na matematické formulaci fyzikálního
popisu dějů probíhajících v uvažované soustavě ve stavu plazmatu [1–5].
Použití výsledků teoretického modelování při studiu plazmatu je oprávněno dílem tím,
že představují možnou náhradu přímého experimentálního zkoumání, dílem též proto, že
umožňují naměřené charakteristiky interpretovat a vyhodnotit. Potřeba náhrady experi-
mentu teoretickými hodnotami je dána jednak nedostatkem potřebného experimentálního
vybavení, jež bývá začasté velmi nákladné, jednak experimentální nedostupností měřitel-
ných charakteristik v celém požadovaném rozsahu. Za příklad může sloužit studium mole-
kulárních dějů v plazmatu za atmosferického tlaku a teplot do 10 kK. Takové plazma bude
zdrojem záření s diskrétním i spojitým spektrem, přičemž bude zřejmě, z molekulárního
hlediska, obsahovat atomy a jejich ionty, neutrální i nabité molekulární fragmenty a volné
elektrony. Bude-li základem experimentálního zkoumání naměřené spektrum v určitém
rozsahu vlnových délek, lze očekávat, že jeho vypovídací hodnota bude malá, pokud jde
o zastoupení všech složek na molekulární úrovni. V tomto případě může být nezbytným
krokem určení složení systému, kteréžto je možno získat na základě výpočtu, což ovšem
představuje počáteční krok v teoretickém modelování plazmatu.
Výchozím krokem při modelování plazmatu je určení složení a termodynamických
vlastností (dále jen TDP) soustavy v termodynamické rovnováze [6]. Rovnovážné složení
je východiskem i při popisu nerovnovážných, resp. kvazistatických vlastností jako jsou
transportní vlastnosti [7–9]. V takovém případě je podmínka termodynamické rovnováhy
platná pro celý objem soustavy oslabena předpokladem platnosti lokální termodynamické
rovnováhy (non-local thermodynamic equilibrium, dále LTE [10]). V tomto případě exis-
tuje v elementu objemu soustavy rovnováha, jíž popisuje právě jedna distribuce určená
teplotou T .
Experimentální podmínky však nejsou vždy takové, aby bylo dosaženo rovnováhy.
Zejména v případě nízkých tlaků je frekvence srážek často nedostatečná k tomu, aby se
ustavila tepelná rovnováha mezi různými druhy částic. V důsledku velmi malé hybnosti
elektronů, nemusí dojít k vyrovnání energií mezi elektrony a ostatními (těžkými) části-
cemi [11]. V případě, že nedojde k ustavení rovnováhy charakterizované jedinou teplotou,
lze hovořit o neizotermickém, tedy nerovnovážném plazmatu. V určitých případech je
však frekvence srážek dostatečná na to, aby došlo k ustavení rovnováhy pro určitý druh
částic, jíž popisuje distribuce s definovanou teplotou (v obecném případě i pro vnitřní
13
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stupně volnosti molekul). Lze pak hovořit o kvazirovnovážném neizotermickém plazmatu
s určitou elektronovou teplotou a teplotou těžkých částic (vnitřním stupňům volnosti by
odpovídala teplota excitační, vibrační a rotační) [12–14]. Tento stav, v němž neplatí LTE,
ale existují ditribuce s definovanými teplotami, se někdy označuje jako NLTE (non-local
thermodynamic equilibrium, viz např. [2]). Plazma, které splňuje podmínku LTE nebo
alespoň NLTE se obyčejně nazývá termální plazma (viz např. [1]).
Výpočet složení a termodynamických vlastností je prvním krokem v modelování plaz-
matu i za předpokladu NLTE; základní princip výpočtu zůstává zachován, konkrétní
algoritmus již byl vícekrát publikován [12,15–17].
Pro to, aby bylo možno splnit tento první krok v modelování plazmatu, tj. určit
rovnovážné složení a TDP soustavy, je třeba získat vstupní data pro takový výpočet.
Těmito vstupními daty jsou standardní termodynamické funkce (dále jen STF) všech
látek přítomných v uvažovaném systému jako funkce teploty za daného standardního
tlaku vzhledem ke zvolené referenční teplotě. Aby bylo možno z těchto hodnot STF
obdržet hodnoty termodynamických potenciálů (nejčastěji chemického potenciálu) látek,
jež jsou pro další výpočet nepostradatelnými, je nezbytné u všech závislých látek určit
též hodnoty slučovacích tepel (přesněji standardních slučovacích enthalpií, dále jen HF)
vztaženými k téže referenční teplotě.
Ze znalosti chemických potenciálů vychází postup výpočtu složení a TDP. Je možno
formulovat dva základní přístupy, jež jsou formálně evivalentní: stechiometrický a nestechi-
ometrický algoritmus [18, 19]. Princip stechiometrického algoritmu spočívá ve formulaci
systému chemických rovnic, který plně určuje rovnovážné složení soustavy. Toto složení
musí současně splňovat podmínku látkové bilance. Každé rovnici odpovídá změna stan-
dardní Gibbsovy energie, případně rovnovážná konstanta, jež je určena chemickými po-
tenciály reagentů a produktů. Tento přístup, obvyklý v chemii, vede k soustavě neline-
árních (algebraických) rovnic. Nestechiometrický přístup vychází z minimalizace celkové
Gibbsovy (popř. Helhmoltzovy) energie systému na oblasti splňující podmínku látkové
bilance. Počet nezávislých rovnic determinující složení systému je v případě stechiome-
trického algoritmu nezávislý na tom, zda se systém chová ideálně; počet nelineárních
rovnic vyplývajících z vázaného minima Gibbsovy energie v obecném případě záleží na
tom, zda platí předpoklad ideálního chování a obvykle je v tomto případě větší než v pří-
padě stechiometrického přístupu [18]. Nestechiometrický formalismus je však přístupnější
algoritmizaci prostřednictvím programovacího jazyka.
Zásadním zefektivněním minimalizační procedury je přístup, jejž navrhli White, John-
son a Dantzig [20], umožňující podstatnou redukci počtu nezávislých proměnných, kdy se
z jakéhokoliv pozitivního počátečního složení ideálního systému iteračním postupem získá
rovnovážné složení. V každém kroku postupných aproximací se řeší soustava lineárních
rovnic.
Z výše uvedených důvodů je v literatuře více používán nestechiometrický přístup (viz
např. [21–26]; stechiometrický přístup např. [8, 27,28]).
STF bývají tabelovány v určitém rozmezí teplot – nejčastěji od 298,15 K do 6 kK
viz [29, 30] – a spolu s nimi bývají udány i hodnoty HF pro referenční teplotu 0 K nebo
298,15 K. Pro teplotu 298,15 K jsou pro vybrané látky tabelovány též tzv. doporučené
hodnoty CODATA [31]. Zásadním požadavkem je, aby všechny HF látek obsažených ve
zkoumaném systému byly určeny pro jednu referenční teplotu. S tímto cílem byl navržen
databázový systém [32], jež uchovává jak STF individuálních látek ve formě aproximač-
ních koeficientů, tak HF a umožňuje vytvořit konzistentní soubor vstupních dat pro vý-
počet složení a TDP systému obsahující látky vytvořených z prvků množiny E = {C, F,
14
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H, N, O, S, W, Ar, Ca, Cl, Cu, e−} v intervalu teplot od 298,15 K do 50 kK a rozmezí
tlaků od 0,01 bar do 100 bar. Součástí databázového systému jsou i programové nástroje
pro manipulaci s daty a program pro výpočet složení a TDP ideálního plynného systému.
Pro to, aby mohla být zmíněná databáze naplněna daty v uvedeném rozsahu, jež
určují složení a TDP, je pro mnoho látek nezbytné určit teplotní průběh STF, případně
i hodnoty HF. STF plynných látek je možno vypočíst na základě spektrálních údajů
metodou partiční funkce [29,30,33,34]. Je nutno podtrhnout, že nedílnou součástí výpočtů
STF je rovněž sběr vhodných dat pro výpočet partiční funkce.
Stručný přehled metod souvisejících s výpočtem STF je uveden v oddílu 1.2 této kapi-
toly. Principy statistické mechaniky, z nichž vychází metoda partiční funkce jsou předmě-
tem kap. 2, kde jsou rovněž diskutovány problémy spojené s divergencí partiční funkce.
Vlastními výpočty STF se stručně zabývá kap. 3; odpovídající výsledky vč. odkazů již
byly začleněny do databázového systému [32, 35]. Metoda výpočtu složení a termodyna-
mických vlastností neideálního homogenního systému, která využívá vypočtených dat je
podána v kap. 4.
Autor dizertace se podílel na tvorbě databázového systému [32] ve spolupráci při ře-
šení grantového projektu GA ČR 102/02/1414 a GA ČR 102/06/1337, kde se zabýval
především výpočem STF látek tvořenými prvky množiny E pomocí partiční funkce a
získáváním dat pro tyto výpočty. Výpočet STF a výběr spektrálních dat, popř. získá-
vání náhrady chybějících spektrálních dat je i podstatnou částí stávající dizertace (viz
oddíl 1.3). Metoda výpočtu složení a termodynamických vlastností neideálního systému
v termodynamické rovnováze byla realizována jako součást řešení GA ČR 102/06/1337.
1.2 Přehled současného stavu dané problematiky
Výpočet STF individuálních látek je úzce spjat s několika oblastmi fyziky resp. fyzikální
chemie. Po stránce aplikační je tato oblast vymezena výpočty složení a TDP soustav
reagujících látek, jichž lze využít v modelování plazmatu. O tomto aspektu již byla řeč
v předchozím oddíle. Současný stav této oblasti bude stručně nastíněn dále.
Z metodického hlediska je vlastní výpočet STF založen na aplikaci výsledků statis-
tické mechaniky (dále jen SM) v termodynamice. Předpoklady pro to, aby mělo smysl
hovořit o STF individuálních látek, závisí na separovatelnosti vnitřních stupňů volnosti
molekul a hmotného středu. Z aspektu SM o nich pojednává kap. 2. O problémech vy-
vstávajících z předpokladu separovatelnosti molekulárního hamiltoniánu a hamiltoniánu
celého systému interagujících molekul je zmínka v kap. 2, odd. 2.2.3, 2.3.1. Pokud se týče
energetického spektra vnitřních stupňů volnosti, tedy vlastních hodnot molekulárního ha-
miltoniánu, je jeho znalost – v nějaké formě, byť nemusí být nutně explicitně vyjádřena –
pricipiálně nezbytná pro určení partiční funkce a tím i STF. Tímto problémem se zabývá
kvantová mechanika (dále jen QM) molekul. Z experimentálního hlediska se molekulární
QM bezprostředně týká spektroskopie – elektronových spekter a spekter příslušejících
pohybům jader, tedy spektrům vibračním a rotačním. Z hlediska teoretických metod se
QM týká výpočtů elektronové struktury molekul, ale i výpočtů energetického spektra ja-
derných pohybů. V současné době lze zaznamenat stále širší uplatňování metod ab initio.
Tyto výpočty jsou předmětem kvantové chemie (dále jen QC). I když v této práci jsou
využity výsledky metod QC1 zahrnujíc i vlastní ab initio výpočty, není metodika QC
1Zde jsou pod tímto pojmem míněny metody QM související s výpočty elektronové struktury atomů
a molekul.
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předmětem dizertace. V současnosti je na toto téma k diposici velké množství literatury
(viz např. [36–40]), kvalitní úvod do QC lze však nalézt i na www stránkách [41].
Tematicky je v této stati oblast předmětu dizertace rozčleněna na tři základní části:
1. Princip a metody výpočtu STF, kde je věnována určitá pozornost i metodám vý-
počtu spektra molekulárního hamiltoniánu (1.2.1).
2. Data pro výpočet STF a termochemická data, kde jsou popsány experimentální a
teoretické zdroje vstupních dat pro výpočet STF a slučovací tepla (1.2.2).
3. Složení a termodynamické funkce multikomponentového systému. Aplikace STF a
termochemických dat (1.2.3).
1.2.1 Princip a metody výpočtu STF
Zásadní význam pro formulaci moderní rovnovážné SM představuje dílo J. W. Gibbse [42].
V této práci z r. 1902 lze najít princip výpočtu středních hodnot termodynamických veli-
čin pomocí reprezentativních souborů, umožňující převést výpočet časové střední hodnoty
na výpočet střední hodnoty ze souboru systémů. Výsledné statistické rozdělení vychází
z hodnoty maximálního prvku množiny všech možných rozdělení, což je limitní případ,
kdy počet prvků množiny konverguje k nekonečnu. Vztah pro rozdělovací funkci závisí na
veličině, jež zůstává konstantní podél jakékoliv reprezentativní trajektorie izolované sou-
stavy ve fázovém prostoru. Za takovou veličinu byl zvolen hamiltonián systému, který je
pro izolovanou soustavu integrálem pohybu. Postup při hledání středních hodnot makro-
skopických veličin spočívá ve výpočtu fázového integrálu, který je definován jako nor-
malizační konstanta statistického rozdělení. Zmíněná normalizační konstanta se obvykle
nazývá partiční funkce (dále jen PF) a v případě diskrétních hodnot hamiltoniánu je
integrace přes fázový prostor nahrazena sumací (někdy se nazývá též stavová suma –
Zustandssumme). Jelikož STF jsou v termodynamice definovány pro systém ve stavu
ideálního plynu, je v takovém případě celkový hamiltonián systému dán jako součet jed-
notlivých molekulárních příspěvků. Při výpočtu STF se pak stačí omezit na energetické
hladiny zkoumané molekuly.
Poněkud odlišný přístup od [42] navrhli Darwin a Fowler na začátku dvacátých let 20.
stol. (spolu s odkazy viz [43,44]). Střední hodnota Gibbsova souboru je nahrazena střední
hodnotou mikroskopických stavů jednoho systému. I když je postup hledání statistického
rozdělení jiný, než v případě Gibbsova souboru, je jeho výsledný tvar ve statistické limitě
stejný. V případě, že se částice chovají podle QM popisu, je zmíněný přístup z princi-
piálního hlediska vhodnější a je v souladu s pozdější formulací kvantové statistiky (viz
např. [45–48]).
Pro výpočty STF za teplot nad pokojovou teplotou však obvykle bývají molekuly dané
látky považovány za klasické částice (tj. částice řídící se Boltzmannovým rozdělením; viz
např. [49, 50]).
Výpočtu PF je však třeba nejen pro určení STF látek, ale i při vyhodnocování spekro-
skopických měření. Z tohoto důvodu byla metodika výpočtu STF od počátku úzce spjata
s vývojem metod spektroskopie. Teorie QM záhy posloužila jako základ pro interpretaci
atomových spekter [51, 52], přičemž bylo možno získaných experimentálních dat využít
i pro určení STF. Přímočarý postup při výpočtu PF a STF vychází přímo z definičního
vztahu pro PF (viz kap. 2), kdy se sčítají exponenciální funkce pro každou hladinu energie
při známé statistické váze. Tato metoda se často nazývá přímá sumace.
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V případě molekul je výpočet složitější, neboť je třeba určit spektrum vlastních hodnot
jaderného hamiltoniánu, přičemž hodnoty energií jsou obvykle nižší než energie elektro-
nových hladin atomů, tudíž se nestačí omezit na nejnižší hladiny. Experimentálně je úplné
spektrum vibračně-rotačních hladin prakticky nedostupné2. Přesto se první práce uplat-
ňující přímou sumaci v případě dvouatomových molekul objevují poměrně záhy – již před
rokem 1930 [53,54].
Teoretické základy molekulové spektroskopie, které by umožnily použít metodu přímé
sumace konzistentním způsobem i pro molekuly byly položeny v úplnější podobě zejména
v pracích R. S. Mullikena [55–57] pro dvouatomové molekuly a [58, 59] pro víceatomové
molekuly (příslušné monografie viz např. [60, 61]). Zmíněné práce představují rovněž zá-
sadní příspěvky k teorii molekulárních orbitalů (pojem orbital označuje jednoelektrono-
vou vlnovou funkci, viz např. [62]). Tímto byly položeny i teoretické základy ke kvantové
chemii (jedna z prvních monografií QM s ohledem na chemické problémy viz [63]).
Zásadní podmínkou pro výpočet molekulární PF přímou sumací je tedy znalost, pokud
možno úplného energetického spektra příslušejícího jaderných pohybům, tedy vibračně-
rotačních hladinám. Spektrální měření však umožňují obvykle získat pouze velmi omeze-
nou část údajů.
Naznačený problém je možno řešit několika způsoby, nejčastěji připadají v úvahu
následující:
1. Vytvoření odpovídajícího vibračně-rotačního modelu molekuly (nazvěme jej spek-
troskopická aproximace; dále jen SA). SA představuje limitní případ pro danou úroveň
aproximace a je možno jej alespoň v principu dále zpřesnit (tj. na vyšší úroveň aproximace
a to nejčastěji pomocí poruchové teorie). Tento model se parametrizuje experimentálními
údaji – spektroskopickými konstantami. Nejjednodušší modely byly formulovány již v po-
čátku rozvoje QM, pro účely spektroskopie byly zdokonaleny jak pro dvouatomové mo-
lekuly [60, 64–66], tak pro víceatomové molekuly [61, 67–70]. Nultou úroveň aproximace
popsaného modelu (SA) zřejmě představuje model tuhého rotoru (RR) a harmonického
oscilátoru (HO). Pro HO, RR je vstupním parametrem fundamentální (formálně však
harmonická) frekvence a rotační konstanty (viz např. [61]). Na základě SA je možno do-
počítat v zásadě celé vibračně-rotační spektrum, přičemž je možné tyto hodnoty dosadit
přímo do vztahu pro PF. Obvykle je nejvíce údajů k dispozici pro dvouatomové mole-
kuly (např. [71]), energie vychází ze známých vztahů přibližného řešení Schrödingerovy
rovnice vibrujícího rotoru metodou WKB pro rozvoj meziatomového potenciálu kolem
rovnovážné vzdálenosti jader (nejznámější je Dunhamův rozvoj [64, 65]). Je však třeba
říci, že je nezbytné správně určit statistickou váhu rotačních hladin, což závisí na syme-
trii molekuly a na statistice atomových jader, což je v obecném případě víceatomových
molekul poměrně složitou záležitostí řešitelnou pomocí teorie grup [72–75]. Dále je třeba
mít k dispozici dostatek spektrálních parametrů, přičemž je zřejmé, že aproximace pro
výpočet energetických hladin platí v okolí rovnovážné geometrie (pro popis potenciálu
dále od rovnovážné geometrie nelze použít Dunhamův rozvoj, je však možno použít roz-
voj navržený v [76]) a tak mohou být energie excitovaných hladin směrem k disociační
limitě nesprávně určeny. Podstatné je nakonec i to, že je nezbytné určit meze kvantových
čísel pro něž se má sumace provádět. Poznamenejme, že v omezeném rozsahu je možno,
vycházeje z naměřených dat vibračních spekter, dostatečných k rozlišení anharmonických
vibrací, provést extrapolaci vibrační energie k disociační limitě (v případě dvouatomo-
2Nutno vzít v úvahu i to, že při měření není možno dosáhnout díky pricipu neurčitosti nulové šířky
linie, což se týká i atomových spekter.
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vých molekul – Birge-Sponerova extrapolace) a určit horní mez vibračního kvantového
čísla [60, 77].
2. Zmíněných komplikací spojených s výpočtem PF přímou sumací se lze zbavit na-
lezením vztahů pro součet nekonečných řad reprezentující PF, popř. STF, které vychází
z výše uvedených SA (kvantová čísla však již nejsou uvažována jako shora omezená).
V těchto mezních případech se obyčejně vztahy pro STF uvádějí v analytickém tvaru
(jako první členy rozvoje), přičemž odpadá procedura stanovení mezí vibračních a ro-
tačních kvantových čísel – předpokladem je, že PF konverguje pro kvantová čísla jdoucí
k nekonečnu. Omezíme-li se na teploty nad pokojovou, bylo navrženo namísto přiřazení
symetrie danému vibračně-rotačnímu stavu použít tzv. číslo symetrie, jež závisí pouze na
bodové grupě symetrie molekuly (viz např. [34, 49, 61]). Nejjednodušší modely vychází
z RR a HO, jejich analytické vztahy jsou jednoduché a dosud často používané. Složitější
modely vychází opět z SA, ovšem za předpokladů uvedených výše. Je možno postihnout
anharmonicitu [34, 78, 79], centrifugální distorzi [80–82], Coriolisovu interakci [83], ná-
hodné degenerace (rezonance Fermiho, Darling-Denisonovu [68,74,84]) [85] apod. Častým
případem je nahrazení sumace Euler-Mclaurinovým sumačním vzorcem [86]; pro dvouato-
mové molekuly je základem dodnes rozšířené metody Mayer-Goeppert Mayerové [30,34],
pro víceatomové molekuly byl postup použit např. [79,87]. Nutno říci, že výsledné vztahy
pro STF bývají pro složitější modely v případě víceatomové molekuly často značně kom-
plikované a nepřehledné [88] a vyžadují samozřejmě i odpovídající množství vstupních
dat. I když uvedené analytické formule závisí na správnosti teoretického modelu SA, tep-
lotní rozsah při němž lze považovat STF odvozené z tohoto modelu za ještě přijatelné,
není lineární funkcí parametrů reprezentujících stupeň aproximace teoretického modelu.
Např. HO z teoretického hlediska odpovídá neexistující molekule bez disociační limity
(spektrum vlastních hodnot HO diverguje). Nicméně model HO poskytuje hodnoty STF,
jež jsou pro běžné teploty považovány za přijatelnou aproximaci [30, 34,60].
3. Pokud není známo vibračně-rotační spektrum v analytickém tvaru jako explicitní
funkce kvantových čísel, je možno rozvinout PF do řady v závislosti na mocninách Planc-
kovy konstanty [89–92]. Asymptotický rozvoj PF nevyžaduje explicitní znalost vlastních
hodnot hamiltoniánu molekuly. Metoda je použitelná ve vysokoteplotní limitě, použití
viz [93]. Poněkud obtížnější je však matematická formulace problému.
4. Výše uvedené metody byly založeny na datech, jež jsou v principu dostupná měře-
ním a tudíž nepokrývají celý rozsah vibračně-rotačních hladin. Chybějící hodnoty energií
bylo nutno aproximovat na základě vhodného modelu (SA). V současné době je však
možno experimentální údaje nahradit teoretickými výpočty, zvláště ab initio pro ja-
derné pohyby [74, 94]. Výchozími daty jsou hyperpolochy potenciální energie (dále jen
PES) [95–98], jež lze získat pomocí QC výpočtů ab initio elektronové struktury za před-
pokladu platnosti Born-Oppenheimerovy aproximace (dále BO; vycházejíce z PES lze
však studovat i vlivy mimo platnost BO [99]). Metodami ab initio lze získat v prin-
cipu úplné spektrum vlastních hodnot jaderného hamiltoniánu. To lze použít pro metodu
přímé sumace [100–102]. Je však nutno dodat, že výpočet úplného rotačně-vibračního
spektra je pro víceatomové molekuly (tj. pro 3 a více) pomocí většiny metod i dnes
obtížně dosažitelný, neboť počet vlastních hodnot je pro vázaný elektronový stav velmi
vysoký; pro běžné hodnoty disociačních energií řádu 0.1–1 eV lze očekávat počet vibračně-
rotačních hladin na jeden vibrační mod nejméně řádu 104 (experimentální nebo teore-
tická data viz např. [103, 104] a odkazy tam uvedené) 3. Mezi metody přibližného řešení
3Další otázkou je, zda vůbec či kdy je spektrum vlastních hodnot z teoretického hlediska konečné.
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vibračně-rotační Schrödingerovy rovnice patří především variační metody [105–111], jež
je možno využít pro přesné výpočty za cenu vysokých nároků na výpočetní výkon. Exis-
tují i programové balíky, jichž by bylo možno použít zejména pro tříatomové molekuly
(např. [108,109,112–116]; viz též www stránky [117,118]). Metody poruchové (kontaktní
transformace), kdy je uvažován poruchový rozvoj vysokého řádu [119] mají sice menší
výpočetní nároky, pro některé problémy však jejich použití není vhodné (např. náhodné
degenerace nebo large amplitude motion). Použití poruchových metod na výpočet STF
(případně korekcí STF), vycházející ze znalosti PES je popsáno např. v [82, 120–124].
Naznačené metody umožňují v zásadě řešit problém vlastních hodnot jaderného hamil-
toniánu pro zadanou PES – tato úloha je však s výjimkou poruchových metod nesmírně
náročná na výpočetní čas, je proto efektivnější separovat rotační a vibrační vlastní funkce
a věnovat se přesnějšímu výpočtu pouze vibračního spektra, popř. vybraným modům.
Pro tento účel byly navrženy metody přibližného řešení vibrační Schrödingerovy rovnice,
zejména variační – variational self-conzistent field (VSCF) s eventuelní korelací vibrační
vlnové funkce (VMP2, VCI, apod.) analogicky problému víceelektronové vlnové funkce
v QC [125–129]. Těchto metod lze použít i pro výpočet fundamentální frekvence na zá-
kladě výpočtu ab initio elektronové struktury [130]. Pro řešení uvedeného problému je
však možno využít řadu dalších postupů, mezi něž patří spektrální metody využívající
formalismu časově závislé Schrödingerovy rovnice [131], Fourierova diskretizace hamilto-
niánu [132–134] a další. Dodejme, že uvedené metody pro výpočet spektra jaderného ha-
miltoniánu, zvláště variační, jsou obvykle navrženy především pro spektroskopické účely,
kdy je požadavkem přesně určit vibračně-rotační hladiny nižších stavů, nikoliv však vý-
počet celého spektra až po disociační limitu.
5. Integrální reprezentace QM navržená Feynmanem [135] umožňuje také vyjádřit SM
pomocí path integral (dále jen PI). Partiční funkce je pak vyjádřena jako funkcionální in-
tegrál přez všechny možné trajektorie s exponenciální vahou, kde exponenciální argument
představuje účinek (action) přes imaginární časovou škálu [47,136,137]. Na výpočet STF
se nejčastěji používá přístupu Fourier PI Monte Carlo (FPIMC) [138], který byl použit na
výpočet STF malých molekul (např. voda, peroxid vodíku) do několika tisíc K [139–141].
Nezbytným předpokladem je znalost PES. Pro případ torzních pohybů v molekule byla
navržena varianta TPIMC (Torsional PIMC), jež je méně výpočetně náročná, takže je
možno ji využít i na větší molekuly [142–145].
6. Kombinace některých z výše uvedených přístupů umožňuje výpočet STF při za-
chování nepříliš vysoké výpočetní náročnosti. Mezi nejznámější patří postup navržený
Pitzerem a Gwinnem [146], kdy je přesný výpočet PF vycházející z řešení Schrödinge-
rovy rovnice pro konkrétní případ PES nahrazen výpočtem modelového potenciálu a
klasickým fázovým integrálem pro konkrétní PES [139, 147–150]. Časté použití zmíně-
ného přístupu je v případě torzních vibrací. Znalost PES nebo alespoň potenciálu (za
předpokladu separovatelnosti) vybraného modu je však nezbytná.
7. Speciální případ představují large amplitude motion (dále LAM), při nichž do-
chází k interakci jaderných a elektronových stupňů volnosti (molekula mění bodovou
grupu symetrie) z důvodu nízké energetické bariéry mezi elektronovými stavy ve srov-
nání s pohyby jader. Patří mezi ně torzní vibrace (brzděná rotace) [151, 152], vibrace
floppy molekul [153–155], inverze Dnh ↔ Cnv [156–158], pseudorotace [159, 160], různé
konformační změny apod. Z teoretického hlediska lze uvedené jevy klasifikovat jako efekty
mimo BO [99], především (kromě brzděné rotace) jako Renner-Tellerův [161, 162], pří-
padně Jahn-Tellerův jev [163, 164]. Výpočet spektra vlastních hodnot pro určení STF
molekul vykazujících LAM lze samozřejmě provést na základě znalosti PES metodami
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ab initio, což je velmi náročné (viz výše bod 4), proto jsou voleny obvykle jiné postupy
(metody zmíněny výše, viz bod 5, 6). Nejdéle jsou známy metody pro určení STF molekul
s torzní vibrací [146, 165–167]; novější metody byly již zmíněny výše (zejména PIMC),
další viz např. [168–174]. Samozřejmě se kterékoliv z uvedených efektů mohou vyskytovat
jen v molekulách s nejméně třemi atomy.
Výše uvedené body shrnují obecné metody použitelné pro výpočet STF většiny lá-
tek tvořených menšími molekulami (oligomery a zvláště polymery vyžadují specifický
přístup).
Starší, avšak dodnes používané metody výpočtu STF, jsou podrobně popsány v meto-
dické části tabulek [175]. Ve zmíněné monografii je zachycen stav v oblasti výpočtu STF ze
spektrálních dat kolem r. 1960. Autoři uvedených tabulek se od té doby dále věnovali dal-
šímu rozpracování metod; zatím poslední souhrnné knižní vydání zmíněných tabulek, na
nichž se podílel tento autorský kolektiv (především pracovníci Institutu vysokých teplot
v Moskvě – IVTAN) je z let 1989–1991 [29]. Metodická část v prvním dílu obsahuje aktua-
lizovaný přehled metod k začátku 80.-tých let s rozsáhlými odkazy [176]. Další aktualizace
viz např. [177]. STF většiny dvouatomových molekul jsou vypočteny přímou sumací na
základě spektrálních dat. V současné době je k disposici i elektronická databáze termo-
dynamických dat, jež byly podkladem pro knižní vydání, IVTANTHERMO [178,179].
Známá přibližná metoda Mayer-Goeppert Mayerové pro výpočet STF dvouatomových
molekul je popsána v monografii [34] (viz výše, bod 2.), a tvoří základní metodu výpočtu
STF dvouatomových molekul v tabulkách JANAF [30] vydaných v r. 1998. Dodejme, že
metoda přímé sumace pro výpočet STF dvouatomových molekul, jak je použita v [29,175],
se v literatuře objevuje koncem 50.-tých let [180,181]. Základní metody pro výpočet STF
plynných látek ze spektrálních dat jsou též uvedeny v závěrečné kapitole monografie [61].
V průběhu dalších let byly upřesňovány metody výpočtu STF; s rozvojem ab initio
metod QC roste počet prací využívající vypočtených PES (viz výše bod 4–7). Přesto
byly publikovány i studie využívající vhodných modelů SA, vycházející v prvním při-
blížení z údajů poskytovaných spektroskopickými konstantami, které mohou být dále
zpřesňovány pomocí korekčních členů (viz výše bod 1, 2) s možností použít vypočtených
PES, přičemž, jak už bylo dříve řečeno, korekce postihují efekty vyšších řádů jako rotačně-
vibrační interakci, náhodné degenerace, Coriolisovu interakci, centrifugální distorzi apod.
(viz např. [81–83,120–122,157,182–184] a odkazy tamtéž).
Pro mnoho látek však stále zůstává základem výpočtu STF model HH, RR, třebaže
hodnoty fundamentálních frekvencí byly získány metodami ab initio doplněnými VSCF
výpočtem (viz [130] a odkazy tam uvedené).
V současné době představují uvedené tabulky [29], případně jejich elektronická verze
[178] spolu s [30] nejrozsáhlejší ucelený soubor publikovaných termodynamických dat.
Kromě STF individuálních látek obsahují i údaje o slučovacích teplech. Údaje z tabulek
[30] jsou k disposici i na www stránkách NIST [185]. Pro většinu látek však obsahují
STF od pokojové teploty pouze do 6000 K, přičemž pro mnoho látek, zejména pokud jde
o molekulární ionty, údaje zcela chybí.
1.2.2 Data pro výpočet STF a termochemická data
Jak již bylo uvedeno, STF je možno získat buď výpočtem z prvních principů na základě
PES, nebo pomocí výpočtu vycházejícího modelu parametrizovaného spektroskopickými
konstantami. Metoda přímé sumace může v principu využít experimentální nebo teo-
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retické hladiny energií za předpokladu znalosti jejich statistických vah; v reálném pří-
padě vibračně-rotačního spektra víceatomové molekuly je však těchto hladin zapotřebí
nesmírně mnoho (systematická tabelace úplného vibračně-rotačního spektra molekul je
prakticky nedostupná). Mezi zdroje spektrálních vibračně-rotačních hladin patří zejména
databáze HITRAN [186] (www přístup [103], kde jsou odkazy na další zdroje), QUA-
SAAR [187], případně údaje poskytované NIST [188] (pro další údaje viz např. [104,117],
odkud je možno získat teoretické hodnoty). Existují i tzv. aktivní databáze, kde je na zá-
kladě naměřených přechodů vyhodnoceno spektrum, které se aktualizuje prostřednictvím
„spektroskopické sítěÿ [189].
Data v uvedených databázích se týkají poměrně omezeného množství molekul a sa-
mozřejmě neobsahují všechny energetické hladiny. V případě atomů je vzhledem k povaze
přechodů rozsah publikovaných energií vyšší, takže tyto údaje představují hlavní zdroj
vstupních dat pro výpočet STF. V současné době je k disposici patrně nejobsáhlejší da-
tabáze energetických hladin atomů a jejich iontů na www stránkách NIST [188].
Spektroskopické konstanty zahrnují především energie elektronových termů, rotační
konstanty, fundamentální frekvence v případě víceatomových molekul a harmonické, pří-
padně anharmonické frekvence v případě dvouatomových molekul; mimo to bývají někdy
určovány další konstanty pro vyjádření efektů vyšších řádů [60,61,190,191].
Konstanty velkého množství dvouatomových molekul vycházející z experimentálních
dat doplněných výpočty byly souhrnně vydány v r. 1979, jejich ruský překlad z r. 1984
obsahuje aktualizované údaje [71]. Údaje z původního vydání jsou rovněž k disposici
na www stránkách [185]. Kromě těchto dat je na www stránkách NIST [188] dostupná
databáze spekter a konstant dvouatomových molekul obsahující však poměrně malý výběr
molekul (též hladiny, převážně MW oblast, 121 dvouatomových molekul).
Spektroskopické konstanty víceatomových molekul jsou předmětem kritického shrnutí
v tabulkách [192–194]. Poslední aktualizace zmíněných tabulek vydaných tiskem je z r.
2003. Na www stránkách [185] jsou v ojedinělých případech přidány další aktualizace a
jsou zde přístupna všechna data zmíněných tabulek s výjimkou přesné specifikace elektro-
nického stavu. Uvedené www stránky však obsahují i jiné zdroje dat, mezi jinými pro ně-
které molekuly fundamentální frekvence (převzaté z kompilace molekulárních vibračních
frekvencí [195], jejíž části lze na stránkách NIST získat i jako reprint). Na www stránkách
NIST [188] je též k disposici spektroskopická databáze vybraných tříatomových molekul
a uhlovodíků. Výběr látek je však, podobně jako u dvouatomových molekul, omezený (55
tříatomových, 91 uhlovodíků). Starší údaje o víceatomových molekulách jsou uvedeny
v dodatku monografie [190], ruské vydání z r. 1969 je rovněž oproti původnímu vydání
z r. 1966 aktualizováno. Uvedené tabulky [29, 30] uvádí rovněž vstupní data, z nichž byl
proveden výpočet tabelovaných hodnot STF.
Spektrální data jsou samozřejmě publikována v příslušných časopisech; s rozvojem
výpočetních možností lze zaznamenat znatelný nárůst teoretických výpočtů, především ab
initio. Kromě metod řešení vibračně-rotační Schrödingerovy rovnice zmíněných dříve, je
možno obdržet spektroskopické konstanty na základě vyhodnocení fitované PES, případně
s i přispěním poruchové teorie k získání konstant vyššího řádu [196–202]. Pro řadu ab
initio metod byly již implementovány algoritmy výpočtu analytických derivací energie
podle souřadnic, z nichž je pak možno ihned obdržet optimalizované geometrie, případně
z druhých derivací i harmonické frekvence [203]. V současné době je přesnost vypočtených
spektroskopických konstant vysoká a v mnoha případech základních elektronových stavů
malých molekul, zejména pokud jde o sloučeniny prvků prvních dvou period, jsou ab
initio výsledky plnohodnotnou náhradou experimentálních hodnot [204–209]. Pokud jde
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o elektronové excitované stavy, je srovnatelný ab initio výpočet z více hledisek náročnější
a ne vždy je k dispozici spolehlivý rutinní přístup (viz např. [210–214] a odkazy tamtéž).
I pro tyto případy jsou však vyvíjeny více či méně rutinní metody [215,216].
V krátkosti se zmiňme ještě o standardních slučovacích entalpiích (HF), které jsou
nepostradatelné pro výpočet složení a TDP (viz výše 1.1). Hodnoty HF jsou pro vybrané
látky uvedeny v příručce CODATA, jež bývá pravidelně aktualizována [31]. Hodnoty jsou
kriticky vyhodnoceny z experimentálních dat na základě literárních zdrojů a bývají vzta-
ženy k referenční teplotě 298,15 K. Ke stejné teplotě bývají uvedeny i doporučené hodnoty
STF (entalpie). Počet látek je však značně omezený. Hodnoty HF vztažené k 298,15 K,
případně 0 K jsou uvedeny i v tabulkách [29] nebo [30] (zde jsou k teplotě 298,15 K).
Novější hodnoty HF uvádí NIST na svých www stránkách [185]. K HF patří i hodnoty
ionizačních potenciálů (IP ) a elektronových afinit, které jsou, byly-li publikovány, rovněž
pro danou látku uvedeny. Ionizační potenciály lze rovněž získat z databáze atomových
hladin [188] a samozřejmě i pomocí ab initio výpočtů. Podobně jako ve zmíněném případě
spektroskopických dat byla navržena aktivní databáze, umožnující soustavnou aktualizaci
termochemickýchh dat prostřednictvím „termochemické sítěÿ [217].
Stejně jako je tomu v případě spektroskopických dat, metody QC umožňují získat
hodnoty HF u celé řady látek, pro něž experimentální data chybí. Pro účely termochemie
byla navržena řada postupů, za běžnou proceduru se dnes již považuje extrapolace ener-
gií k úplné bázi (complete basis set) za použití korelačně-konzistentních bázových funkcí
(např. [218,219] a odkazy tamtéž; pro přehled, G3X a W4 proceduru viz např. [220–222]).
V mnoha případech mohou teoretická data zastoupit experiment, přičemž za „chemic-
kou přesnostÿ se obykle považuje odchylka od „správnéÿ experimentální hodnoty pod
1 kcal/mol; nutno též dodat, že mnoho experimentálních údajů může být zatíženo i větší
absolutní nejistotou. V posledních letech došlo k velkému nárůstu publikací spojených
s metodami výpočtu termochemických dat, a to i v souvislosti s výstavbou zmíněné ak-
tivní termochemické databáze; viz dále např. [223–228].
1.2.3 Složení a termodynamické funkce systému
Jak již bylo řečeno v úvodní stati 1.1, STF individuálních látek a odpovídající HF jsou ne-
postradatelnými základními údaji pro výpočty složení a TDP systému v termodynamické
rovnováze. Tyto údaje pak mohou sloužit jako východisko pro modelování plazmatu.
Bylo též uvedeno, že existují dva základní přístupy, jimiž lze přistupovat k řešení
problému termodynamické rovnováhy v soustavě chemicky reagujících látek, a to stechi-
ometrický a nestechiometrický algoritmus [18,19]. Této otázce se věnuje kapitola 4.
Nestechiometrický algoritmus
Nestechioimetrický algoritmus spočívá v nalezení vázaného extrému extensivní stavové
veličiny systému. Obvykle v úvahu přichází především maximalisace entropie nebo mini-
malizace volných energií [18]. V případě nezávislých proměnných T , P , což je nejčastější
volba, je rovnovážný stav určen minimem Gibbsovy energie systému na oblasti 4, v níž
platí podmínky látkové bilance (obecně pro vícefázovou soustavu je třeba vyšetřit i hra-
nice oblasti), v případě proměnných T , V je analogicky minimalizována Helmhotzova
energie. Minimalizace Gibbsovy energie soustavy o r fázích, N složkách, kde počet růz-
ných prvků tvořících složky soustavy je M (dimenze atomární báze), vede na systém
4Oblastí je míněna otevřená souvislá množina složení.
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N + M + r rovnic. Z těchto je M lineárních, určených podmínkami látkové bilance,
přičemž je v tomto systému právě M neznámých neurčitých multiplikátorů. V případě
jediné fáze je počet rovnic obecně N +M . Tuto soustavu rovnic je možno řešit vhodnými
numerickými metodami, mezi nimiž je nejčastější Newton-Raphsonova (NR) metoda.
Takový postup byl v posledních letech častěji použit pro výpočet složení a TDP techno-
logicky důležitého neideálního plazmatu [9,24,25,229]. V práci [24] byla minimalizována
Helmholzova energie a zahrnuty korekce na neideální chování v rámci Debye-Hückelovy
teorie (DH) a potenciálu tuhých koulí na úrovni druhého viriálního koeficientu. Tato
úroveň popisu mezimolekulárních interakcí je v obdobných pracích nejčastější, v tomto
případě byla odůvodněna vysokým tlakem systému (do 1000 bar). Analogický výpočet za
konstantního tlaku aplikovaný na plazma Ag-SiO2 je předmětem [25], práce [9,229] se vě-
nují aplikaci výsledků získaných minimalizací Gibbsovy energie na výpočet transportních
vlastností.
Systém však může obsahovat velké množství složek (N řádu 10–100); v takovém pří-
padě bude v soustavě rovnic N nelineárních, což může být zdrojem nestabilit nume-
rického řešení. Byly proto hledány způsoby, jak snížit počet proměnných odpovídající
soustavy rovnic [18, 19]. Nejznámější je patrně metoda WJD [20], jež byla zmíněna již
v úvodní části 1.1, a která byla navržena pro ideální isobaricko-isotermický systém. Při
této metodě (též RAND algoritmus [18]) se minimalizuje kvadratická aproximace Gibb-
sovy energie, což vede k postupným aproximacím, kdy se v každém z kroků řeší soustava
pouze M + 1 lineárních rovnic (což je výrazné zjednodušení, jelikož M udává typicky
počet různých prvků v systému). Konvergence postupných aproximací k minimu je zaru-
čena tím, že kvadratická aproximace Gibbsovy energie je konvexní. V případě zadaných
hodnot T , V , se v každém kroku řeší soustava M rovnic. Je však nezbytné zajistit, aby
první aproximace složení byla positivní. Této metody bylo často využíváno k výpočtu
složení a TDP systémů obsahujících technologicky významné látky ve stavu termálního
plazmatu [21, 21–23, 33]. Podrobný popis metody použitelné pro homogenní plynný sys-
tém ve stavu ideálního plynu za konstantních T , P včetně implementace do výpočetního
programu byl podán v [6]. Zmíněná práce je důležitá především z důvodu, že udává algo-
ritmus výpočtu první aproximace, což podstatně přispívá k použitelnosti WJD metody.
Kromě této skutečnosti je třeba poznamenat, že výpočetní program vytvořený podle uve-
dené práce je součástí databázového systému [32], takže je možno jej využít se vstupními
daty pro výpočet složení a TDP systémů v rozsahu teplot od 298,15 K do 50 kK a roz-
mezí tlaků od 0,01 do 100 bar. Jak je ukázáno v [230], WJD přístup lze formulovat i pro
proměnné T , V , což lze použít v algoritmu pro výpočet složení a TDP plazmatu ve stavu
neideálního plynu. Tento postup je dále popsán v kapitole 4; implementace algoritmu
je navržena tak, aby pro výpočet složení a TDP bylo možno využít dat již uvedeného
databázového systému.
Stechiometrický algoritmus
Stechiometrický algoritmus je možno formálně vyjádřit pomocí transformace složení n
o N prvcích, za platnosti vazné podmínky vyjádřené M rovnicemi látkové bilance, na
množinu tvořenou R novými proměnnými, jež určují tzv. rozsah reakce ξ [18]. Počet R
nezávislých stechiometrických rovnic určujících složení systému, je, na rozdíl od obecné
formulace nestechiometrického algoritmu, v ideálním systému stejný jako v neideálním.
Těchto R nezávislých rovnic, reprezentuje nezávislé chemiclé reakce, přičemž R = N−M .
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Mimimalizace Gibbsovy energie systému G(ξ) vede k hledání volného minima(
∂G
∂ξj
)
T,P,ξk 6=j
= 0, j = 1, 2, . . . , R, (1.1)
z čehož lze obdržet ekvivalentní vyjádření
N∑
i=1
νijµi = 0, j = 1, 2, . . . , R, (1.2)
v němž νij označuje stechiometrický koeficient i-té komponenty j-té reakce (νij ≤ 0 pro
edukty, νij ≥ 0 pro produkty) a µi příslušný chemický potenciál. Minimalizace Gibbsovy
energie tedy vede na soustavu nelineárních rovnic, jíž lze vyjádřit buď pomocí chemických
potenciálů ve tvaru (1.2) nebo pomocí rovnovážných konstant. Je možno též vycházet
ze vztahu (1.1) a provést naznačenou minimalizaci numericky. Přehled metod v rámci
stechiometrického algoritmu podává [18]. Stechiometrický algoritmus je rovněž základem
metody vycházející ze známé Sahovy rovnice pro ionizační rovnováhu, tradičně užívané
pro popis systémů ve stavu plazmatu (viz např. [11, 231]), a tudíž vede na soustavu ne-
linárních rovnic. Tento přístup byl v novější době použit např. v [232], kde je navržen
postup pro řešení Sahovy rovnice v případě neideálního plazmatu pro zadaný tlak, pří-
padně částicovou hustotu těžkých částic. Ve zmíněné práci je neideální chování popsáno
v rámci DH teorie se zahrnutím předpokladu snížení ionizačního potenciálu [233–235].
Formalismus Sahovy rovnice byl rovněž využit pro popis neizotermického plazmatu (viz
např. [16] a odkazy tam uvedené).
V současné době byla vypracována odlišná metoda vycházející ze stechiometrického
algoritmu [27, 28]. Jde o modifikaci metody navržené původně Villarsem již začátkem
60. let (viz [18] odkazy tam uvedené). Významným rysem je zde tzv. „hierarchickýÿ pří-
stup, při němž se v daném kroku řeší namísto celé soustavy simultánních nelineárních
rovnic (obvykle NR), pouze jediná rovnice. Klíčovým bodem je však nalezení takového
setřídění reakcí, při němž je dosaženo nejrychlejší konvergence. Automatické vyhledání
tohoto optimálního setřídění reakcí spolu s dalšími parametry umožňuje podstané zrych-
lení konvergence oproti tradičnímu řešení metodou NR. Uvedené metody bylo využito pro
výpočet rovnovážného složení a TDP plazmatu tvořeného vzduchem v širokém rozmezí
tlaků a teplot [8]. Ve zmíněné práci jsou korekce na neideální chování zahrnuty na úrovni
DH teorie, a stejně jako v [232], je uvažováno snížení ionizačního potenciálu, jež je ur-
čeno self-konzistentním „odříznutímÿ energetických hladin atomů v závislosti na složení
systému podle zvoleného kriteria [233,234].
1.3 Cíle dizertace
Předmětem dizertace jsou standardní termodynamické funkce individuálních látek a jejich
aplikace na multikomponentové systémy ve stavu termálního plazmatu.
Cíle dizertace, jež se snaží tato práce splnit, mohou být vyjádřeny následovně.
1. Výpočet STF individuálních plynných látek z množiny E , jak bylo zmíněno v od-
dílu 1.1. Tyto údaje mají být součástí databázového systému [32] pro výpočet slo-
žení a TDP systémů v intervalu teplot od 298,15 K do 50 kK a rozmezí tlaků od
0,01 bar do 100 bar. Z těchto látek mají důležitost zejména ty, které jsou tvořeny
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nejvýše třemi atomy. Pro nejvýše dvouatomové molekuly je předpokládanou me-
todou přímá sumace. V úvahu je třeba vzít skutečnost, že počet látek, které pro
výpočet STF přidadají v úvahu je značný (viz 1.1).
2. K úspěšnému splnění předchozího bodu je nezbytné připravit vstupní data potřebná
pro výpočet STF. Podmínkou pro použití vypočtených STF k výpočtu složení a
TDP je též znalost HF, které je třeba získat v případě, že nejsou pro danou látku
k disposici. Vstupní data mají být převzata z literatury, přičemž mohou být jak
experimentální, tak teoretická. V případě, že potřebná data nejsou pro danou látku
k disposici, předpokládá se vlastní ab initio výpočet.
3. Součástí zmíněného databázového systému je program na výpočet složení a TDP
ideálního plynného systému pro zadané hodnoty T , P [6]. Jelikož je plazma systém
nabitých částic, jež vzájemně interagují coulombickými silami, je nezbytné navrh-
nout algoritmus pro výpočet složení a TDP neideálního plazmatu a implementovat
jej do výpočetního programu, který by umožnil využít získaných dat (bod 1). Dalším
požadavkem je algoritmus umožňující výpočet i pro zadané hodnoty T , V .
Dodejme, že jedním z cílů bylo podat rozsáhlejší přehled současné metodiky v dané
oblasti, což bylo učiněno v oddílu 1.2, který by mohl sloužit jako odkaz pro náměty k další
práci v této oblasti.
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Kapitola 2
Rovnovážná statistická mechanika
V této kapitole budou uvedeny úvodní pojmy kvantové mechaniky (QM) potřebné pro
nastínění základních pojmů statistické mechaniky (SM), které jsou vyloženy posléze. Tyto
pojmy tvoří teoretické východisko pro formulaci vlastní práce.
Na tomto místě budiž řečeno, že není přihlíženo k tomu, aby byl následující výklad
rigorózní z matematického hlediska. Z tohoto důvodu není zaveden pojem vektorového
prostoru (komplexních) funkcí integrovatelných s kvadrátem spolu s nezbytnými před-
poklady tak, aby byl takto systematickým způsobem definován Hilbertův prostor H, jež
bývá výchozím stanoviskem pro budování nerelativistické teorie QM a v důsledku i pro
SM. Tím se ve větší míře zaobírají např. učebnice [236,237] v případě QM a např. [45,46]
v případě SM.
Z tohoto důvodu a též pro velmi omezený rozsah aplikací zde autor nepovažuje za
nezbytné zavádět Diracův formalismus [238].
Postup, který je dále nastíněn při popisu SM, vychází z klasické Gibbsovy formulace
[42] (viz odd. 1.2.1).
2.1 Elementární úvod do kvantové statistiky
2.1.1 Základní definice klasické statistiky
Systém
Předpokládáme, že systém (soustava) je tvořen N částicemi, které se mohou navzájem
lišit hybností, hmotností a dalšími veličinami popisujícími okamžitý mikroskopický stav.
Z makroskopického (termodynamického1) hlediska stav systému určují (termodynamické)
stavové proměnné, aniž by bylo nutno specifikovat jeho mikroskopický stav určovaný
dynamickým stavem jednotlivých částic.
Je-li v soustavě N1 částic druhu 1, N2 druhu 2, . . .Nρ částic druhu ρ, kde ρ je počet ne-
závislých komponent (složek), je složení jako extenzivní proměnná dáno jako uspořádaná
množina
N = {N1, N2, . . . , Ni . . . , Nρ}, N =
ρ∑
i=1
. (2.1)
1 Nebudeme rozlišovat mezi termodynamickým a makroskopickým mechanickým stavem systému,
viz [239,240].
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Dále nechť existuje σ externích stavových proměnných (např. objem a povrch nádoby)
x = {x1, x2, . . . , xσ}. (2.2)
Termodynamický stav je jednoznačně určen ρ+σ+1 nezávislými stavovými proměnnými
(intezivní stavová veličina je určena toliko ρ + σ proměnnými) [240]. Stav systému lze
definovat jako uspořádanou množinou S
S = {a,x,N}, (2.3)
kde a může být např. teplota nebo energie systému.
Fázový prostor
Dynamický stav (makroskopické) soustavy je z mikroskopického hlediska jednoznačně ur-
čen pohybovým stavem nezávislých částic. V klasické mechanice [42,86,239] je dynamický
stav systému o f stupních volnosti určen f polohovými souřadnicemi qi, i = 1, 2, . . . , f
v konfiguračním prostoru Γfq a f impulsovými souřadnicemi pi, v prostoru hybností (im-
pulsovém prostoru) Γfp, tak že souřadnice bodu v prostoru
Γ2fpq = Γ
f
q ⊕ Γfp
dimenze 2f plně určují jeho dynamický stav.
Pohybový stav je tak určen jediným bodem prostoru Γ2fpq, a je vymezen vektory q ∈ Γfq
a p ∈ Γfp. Prostor Γ2fpq se nazývá fázový prostor (též γ-prostor, gas phase space; viz [241],
kap. 2).
N nezávislých bodových částic v zobecněných souřadnicích má f = 3N stupňů vol-
nosti, takže γ-prostor má dimenzi 6N (viz oddíl „Vektory a množinyÿ v kapitole „Seznam
použitých symbolůÿ).
V kartézských souřadnicích je poloha kté částice vyjádřena vektorem rk a odpovída-
jící hybnost vektorem pk. Pokud má částice k vnitřní stupně volnosti, je její počet stupňů
volnosti mk > 3, a tedy f =
∑
kmk, v případě víceatomových molekul možno separovat
vnitřní stupně volnosti na rotační a vibrační, popřípadě elektronové a souřadnice hmot-
ného středu, pro nk atomovou molekulu je mk = 3nk (neuvažujeme-li elektronové stupně
volnosti; více k tomu viz odd. 2.2.3 a kap. 3).
Z tohoto důvodu je vhodné definovat též prostor vztažený k jednotlivým částicím
(µ-prostor molecule phase space [241], kap. 2). V případě jediné molekuly o m stupních
volnosti je jeho dimenze 2m, pohybový stav soustavy N částic je tudíž reprezentován N
body v 2m dimenzionálním µ-prostoru, v případě bodových částic, dvojicí vektorů rk,
pk, k = 1, 2, . . . , N v 6N rozměrném prostoru.
Dynamický stav soustavy N nezávislých částic je tedy reprezentován jediným bodem
γ-prostoru o 2f souřadnicích a nebo N body o 2m souřadnicích µ-prostoru.
Jsou-li částice identické, existuje právě N ! jejich různých uspořádání, které popisují
daný dynamický stav. A tedy, N ! různých bodů γ-prostoru reprezentuje identický dyna-
mický stav popsaný pomocí N bodů µ-prostoru.
Časový vývoj systému je v případě, že systém je izolovaný, jednoznačně popsán re-
prezentativní trajektorií pomocí Hamiltonových pohybových rovnic
q˙i =
∂H(p, q)
∂pi
, p˙i = −∂H(p, q)
∂qi
, i = 1, . . . , f, (2.4)
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kde H označuje Hamiltonovu funkci (hamiltonián) soustavy (celkovou energii).
H(p, q) = T(p, q) + V(q).
T(p, q) značí kinetickou energii a V(q) potenciální energii konzervativních sil.
Není-li soustava dokonale izolovaná, tj. pokud je kupříkladu v kontaktu s tepelnou
lázní, není fázová trajektorie (2.4) reprezentována jedinou křivkou.
Naměřená hodnota makroskopické veličiny
Naměřená hodnota makroskopické veličiny Fobs je hodnota veličiny F (p, q) naměřená
během, z mikroskopického hlediska, dostatečně dlouhého času τ (viz [240], str. 8–11 a
odkazy ibid.),
Fobs = Fτ =
1
τ
∫ t0+τ
t0
F (p, q) dt, (2.5)
v níž t0 označuje počátek měření, přičemž p = p(t), q = q(t). Měřená veličina Fobs je
reprezentována časovou střední hodnotouFτ .
Soubory a distribuční funkce
Jelikož je počet stupňů volnosti v typickém případě řádu 1023, je nemožné provést přímý
výpočet (2.5) a je zaveden pojem souboru systémů2 za tím účelem, aby bylo možno se
vyhnout neschůdnému výpočtu časové střední hodnoty.
Soubor systémů je tvořen z N systémů, kdy N → ∞, přičemž každý systém je
téhož složení N a má stejné externí parametry x. Systémy jsou navzájem nezávislé,
což znamená že jsou vzájemně dokonale izolovány. Později (odd. 2.1.5) bude uvedeno
rozšíření stávající definice souboru na obecnější případy.
Takový soubor N systémů lze připravit formálně tak, že se připraví těchto N souborů
ve stejném makroskopickém stavu jako má skutečný (modelový) systém, a po určité době
se každý z nich přemístí ze svého okolí do dokonalé izolace.
Každý z takto připravených systémů reprezentuje makroskopický stav skutečného
systému.
Každý systém souboru je reprezentován jedním bodem ve fázovém γ-prostoru a každý
takový bod má nezávislou reprezentativní trajektorii.
Hustota fázových bodů je popsána distribuční (hustotní) funkcí P(N) tak, že počet
bodů fázového prostoru v objemovém elementu dp dq
dp = dp1 dp2 · · · dpf , dq = dq1 dq2 · · · dqf ,
vztažený na celkový počet fázových bodů je v časovém okamžiku t roven
dP(N)(p, q, t) =
dN
N = P
(N)(p, q, t) dp dq. (2.6)
To označuje pravděpodobnost dP(N)(p, q, t), že náhodně vybraný systém ze souboru
se v čase t se nachází v dynamickém stavu vymezeném elementem dp dq. Normalizační
podmínka je tudíž ∫
P(N)(p, q, t) dp dq = 1.
2 Nebudeme se zabývat metodami molekulární dynamiky, kdy se řeší pohybové rovnice (2.4) pro
soubor mnoha částic, takže je v pricipu možné provést integraci naznačenou ve vztahu (2.5). Počet částic
je však i těchto případech mnohem menší než 1023, běžně 102–103.
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Střední hodnotuF souboru lze tedy definovat jako
F =
∫
P(N)(p, q, t)F (p, q) dp dq. (2.7)
Nenormalizovaná distribuční funkce % udává
dN = %(p, q, t) dp dq,
neboli
P(N)(p, q, t) =
%(p, q, t)∫
%(p, q, t) dp dq
=
%(p, q, t)
N .
Distribuční funkce nižšího řádu P(h) (redukovaná distribuční funkce, viz např. [241],
str. 82–84) vyjadřuje hustotu pravděpodobnosti, že v náhodně vybraném systému je právě
h molekul uspořádané množiny η = {ι, κ, . . . , λ} o h prvcích, jež mají souřadnice a
hybnosti vymezeny elementem fázového prostoru drη dpη nezávisle na N −h zbývajících
molekulách, kde
drη = drι drκ · · · drλ, dpη = dpι dpκ · · · dpλ,
rk, pk, k = ι, κ, . . . , λ, vyjadřují souřadnice jednotlivých částic v konfiguračním (genera-
lizované souřadnice q byly nahrazeny obvyklým zápisem vektoru v kartézských souřad-
nicích r) a impulsovém prostoru.
P(h) lze tedy zapsat ve tvaru
P(h) =
∫
P(N)(r,p) drN−η dpN−η, (2.8)
kde integrace probíhá přes konfigurační a impulsové souřadnice všech ostatních molekul
ξ 6∈ η, takže drN−ηdpN−η vyjadřuje objemový element 2 ×m(N − h) dimenzionálního
podprostoru γ-prostoru (v případě bodových částic zřejmě m = 3).
Analogicky, integrace P(N) přes impulsové souřadnice reprezentuje hustotu pravděpo-
dobnosti, že systém má konfiguraci vymezenou objemovým elementem dr.
V přecházejícím pododdíle byl definován µ-prostor dimenze 2m. Každý bod tohoto
prostoru reprezentuje konfiguraci a impuls jedné částice o m stupních volnosti. V případě
N identických částic vede permutace z N prvků k témuž dynamickému stavu (vyjádře-
nému v µ-prostoru), jemuž odpovídá N ! různých bodů γ-prostoru. Pravděpodobnost, že
se systém bude nacházet v dynamickém stavu reprezentovaného distribuční funkcí f(N)
v µ-prostoru je proto
f(N)(r,p) dr dp = N !P(N)(r,p) dr dp. (2.9)
Redukovanou distribuční funkci řádu h pro případN nerozlišitelných částic lze obdržet
následovně. N identických částic lze umístit do množiny η obsahující h nerozlišitelných
částic
(
N
h
)
způsoby. Dynamický stav těchto h částic je však reprezentován pomocí h!
různých vektorů γ-prostoru, a tak existuje
(
N
h
)
h! = N !/(N−h)! různých reprezentativních
bodů v γ-prostoru, které odpovídají dynamickému stavu h vybraných identických částic
v µ-prostoru3. Dosazením (2.9) do (2.8) a ponásobením uvedeným faktorem obdržíme
pro f(h)
f(h)(rη,pη) =
N !
(N − h)! P
(h)(rη,pη) =
1
(N − h)!
∫
f(N)(r,p) drN−η dpN−η. (2.10)
3 Tento vztah nevyjadřuje nic jiného, než počet h-tic vytvořených z N prvků, kdy záleží na pořadí,
což činí N(N − 1)(N − 2) · · · (N − h− 1).
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Distribuční funkce P(N) definovaná vztahem (2.8) se nazývá specifická, distribuční
funkce f(h) definovaná (2.10) se nazývá generická.
Vycházeje z (2.8) a (2.9), integrací f(N) resp. P(N) přes impulsový prostor získáme∫
f(N)(r,p) dp = ρ(N)(r) = N !P(N)(r), (2.11)
integrace f(h) resp. P(h) vede k∫
f(h)(rη,pη) dpη = ρ(h)(rη) =
N !
(N − h)! P
(h)(rη) =
1
(N − h)!
∫
ρ(N)(r) drN−η.
(2.12)
Definiční vztahy (2.11) a (2.12) pro redukované distribuční funkce ρ(N) a ρ(h) umožňují
vyjádřit hustotu pravděpodobnosti pomocí počtu částic, přičemž odpadá faktor obsahující
faktoriály počtu částic.
Pro redukovanou distribuční funkci 1. řádu lze psát∫
f(1)(r1,p1) dp1 = N
∫
P(1)(r1,p1) dp1 = ρ
(1)(r1),
kde f(1)(r1,p1) je jednočásticová distribuční funkce a ρ(1)(r1) představuje částicovou kon-
centraci, jelikož zřejmě ∫
ρ(1)(r1) dp1 = N.
Dvoučásticová distribuční funkce ρ(2)(ri, rj) udává hustotu pravděpodobnosti v konfi-
guračním µ-prostoru toho, že polohový vektor ri určuje souřadnice molekuly i a současně
polohový vektor rj určuje souřadnice nějaké jiné molekuly j.
Pro N  1, bývá definována ještě radiální distribuční funkce g(ri, rij) vztahem
ρ(2) = ρ(ri) ρ(rj) g(ri, rij),
kde rij = rj − ri, přičemž
lim
rij→∞
g(ri, rij) = 1.
Klasická radiální distribuční funkce má význam pro popis neideálních plynů a kapalin.
Více o tom viz např. [50,240].
Liouvilleova věta
Jelikož je celkový počet N fázových bodů izolované soustavy konstantní, musí pro ja-
kýkoliv objem V fázového prostoru být splněna rovnice kontinuity. Počet fázových bodů
NV uzavřených objemem V v časovém okamžiku t je dán
NV = N
∫
V
P(N)(p, q, t) dp dq, dp dq = dV, (2.13)
pro diferenciální tok fázových bodů fázovou plochou dA ohraničující uzavřený element
objemu dV násobený touto plochou lze psát
−d
(
∂NV
∂t
)
= NP(N)(p, q, t)vn dA,
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kde v označuje rychlost toku fázových bodů a n je normálový vektor. Odtud integrací a
dosazením (2.13) pro NV s využitím Gaussovy věty plyne
− ∂
∂t
N
∫
V
P(N) dp dq = N
∫
A
P(N)vn dA = N
∫
V
∇(P(N)v) dp dq. (2.14)
Tedy, v diferenciálním tvaru bude rovnice kontinuity mít tvar
−∂P
(N)
∂t
= ∇ (P(N)v) . (2.15)
Vyjádříme-li pravou stranu rovnice (2.15), kde
∇(P(N)v) = v∇P(N) + P(N)∇v, (2.16)
po složkách, přičemž v dalším nebudeme vyjadřovat vektorový charakter ∇, bude pro
první člen pravé strany (2.16) platit
v∇P(N) =
∑
i
(
∂P(N)
∂pi
p˙i +
∂P(N)
∂qi
q˙i
)
(2.17)
a dosadíme-li pro druhý člen pravé strany (2.16) z (2.4) bude
P(N)∇v = P(N)
∑
i
(
∂p˙i
∂pi
+
∂q˙i
∂qi
)
= P(N)
∑
i
(
− ∂
2H
∂qi∂pi
+
∂2H
∂pi∂qi
)
= 0.
Rovnice kontinuity (2.15) s využitím (2.17) přechází na tvar
∂P(N)
∂t
+ v∇P(N) = ∂P
(N)
∂t
+
∑
i
(
∂P(N)
∂pi
p˙i +
∂P(N)
∂qi
q˙i
)
= 0. (2.18)
Poněvadž lze časovou změnu P(N) vyjádřit jako
dP(N)
dt
=
∂P(N)
∂t
+
∑
i
(
∂P(N)
∂pi
p˙i +
∂P(N)
∂qi
q˙i
)
, (2.19)
vyjadřuje vztah (2.18), že musí platit
dP(N)
dt
= 0. (2.20)
S využitím (2.4) v (2.19) lze psát podmínku (2.20)
∂P(N)
∂t
+
∑
i
(
∂P(N)
∂qi
∂H
∂pi
− ∂P
(N)
∂pi
∂H
∂qi
)
=
∂P(N)
∂t
+ {P(N),H} = 0, (2.21)
kde {P(N),H} představují Poissonovy závorky.
Formulace Liouvilleovy věty může tedy znít takto: Celková časová změna distribuční
funkce P(N) souboru podél jakékoliv trajektorie vymezené reprezentativními trajektoriemi
fázových bodů ve fázovém γ-prostoru je rovna nule. To je vyjádřeno rovnicemi (2.20) a
(2.21). Odtud plynou dva důležité důsledky.
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Důsledek 1. Hustota fázových bodů je konstantní. Tento důsledek plyne bezprostředně
z (2.20) a (2.21). Je možno jej nazvat zákonem zachování fázové hustoty.
Z (2.20) plyne podmínka
P(N)(p0, q0, t0) = P
(N)(p, q, t0 + s), (2.22)
kde p0, q0 označují souřadnice fázového bodu v čase t0. Je evidentní, že reprezentativní
trajektorie fázových bodů se z důvodu konstantní hustoty nemohou protínat, žádný
z fázových bodů nevzniká ani nezaniká, a tedy, počet fázových bodů ve vymezeném
elementu fázového objemu ∆γ zůstává podél jakékoliv reprezentativní trajektorie v oka-
mžiku t ∈ [t0, t0 + s] konstantní. Položíme-li
∆N = NP(N)∆γ,
pro časovou změnu platí
d(∆N )
dt
= ∆γ
dP(N)
dt
+ P(N)
d(∆γ)
dt
= 0.
Poněvadž platí (2.20), je první člen na pravé straně nulový, a tudíž nusí být
d(∆γ)
dt
= 0. (2.23)
Důsledek 2. Element fázového objemu (rozsah, extenze) zůstává konstantní. Tento
důsledek lze nazvat zákonem zachování fázové extenze.
Ježto element dp dq nemění v průběhu času svůj objem, ale nejvýše tvar, existuje
taková transformace
p = p(p0, q0, s), q = q(p0, q0, s), (2.24)
že Jakobián této transformace je ∣∣∣∣ ∂(p, q)∂(p0, q0)
∣∣∣∣ = 1,
což představuje alternativní vyjádření k (2.23).
Střední hodnota veličiny
V dalším se budeme zabývat pouze systémy v termodynamické rovnováze. V takovém
případě nezávisí distribuční funkce na čase.
Jelikož změřená hodnota veličiny Fobs je dána vztahem (2.5), bude tato hodnota repre-
zentována souborem systémů tak, že pravděpodobnost nastoupení daného dynamického
stavu systémem je vyjádřena pomocí distribuční funkce P(N)(p0, q0, t0) v čase t0, neboť
se její hodnota v průběhu času nemění, stejně jako hodnoty p(t) = p0, q(t) = q0, podél
jakéholiv reprezentativní trajektorie.
Měřenou veličinu Fobs lze ztotožnit se střední hodnotou ze souboru systémůF 4
Fobs = Fτ = F =
∫
P(N)(p0, q0, t0)Fτ (p0, q0) dp0 dq0. (2.25)
4 Teorie, dle níž je možné ztotožnit časovou střední hodnotu se střední hodnotou souboru se obykle
nazývá ergodická hypotéza. Ergodický je takový systém, v němž je integrálem pohybu pouze hamiltonián
systému a složky hybnosti nebo impulsmomentu. Zde pouze předpokládáme platnost vztahu (2.25) bez
jakéhokoliv dalšího zkoumání.
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Fτ (p0, q0) představuje hodnotu naměřenou během dostatečně dlouhé časové peri-
ody (v reprezentativním systému), při níž lze jednotlivé molekulární procesy přispívající
k hodnotě makroskopické veličiny F nahradit jejich vystředěnou časovou hodnotou5
Hodnota této veličiny potom již nezávisí na čase. Každá hodnota Fτ (p0, q0) je repre-
zentována hodnotami p0, q0 reprezentativního systému souboru
Fτ (p0, q0) =
1
τ
∫ τ
0
F [p(p0, q0, s), q(p0, q0, s)] ds,
kde t = t0 + s.
2.1.2 Základní pojmy kvantové mechaniky
V tomto oddíle budou shrnuty elementární pojmy kvantové mechaniky (QM), nezbytné
pro výklad SM. Na rozdíl od předchozího výkladu klasické statistiky zde bude uveden
prostý souhrn několika pojmů s minimálním komentářem. Postulatorické základy QM lze
nalézt ve zkrácené formě např. v [237,239,240], úplnější podání je v [236,238]. Z důvodu
rozsahu nebude následující podání zpracováno matematicky rigorózním způsobem, nýbrž
pouze hrubým přibližným nástinem.
Vlnová funkce, operátory
Množina všech pozorovatelných veličin6, jež lze simultánně měřit bez toho aby měření
jedné veličiny ovlivňovalo veličinu druhou, plně popisuje mikroskopický stav systému.
Takové veličiny se nazývají kompatibilní.
Množina všech takových veličin, postačujících k tomu, aby jimi byl jednoznačně určen
mikroskopický stav systému, se nazývá úplná množina pozorovatelných veličin, zkr. ÚMP
(též complete set of commuting observables, CSCO, viz dále) {α1,α2, . . .}7.
Mikroskopický (kvantově mechanický) stav systému je plně popsán normalizovanou
vlnovou funkcí Ψ 8. Všechny fyzikální vlastnosti systému lze určit ze znalosti Ψ. Tato
funkce je jednoznačná v celém své definičním oboru a kvadrát jejího modulu určuje hus-
totu pravděpodobnosti. Označíme-li hustotu pravděpodobnosti W , bude
W = Ψ∗Ψ = |Ψ| ,
∫
W dξ = 1, dξ = dξ1 dξ2 · · · dξf ,
kde horní index ∗ označuje operaci komplexního sdružení, ξ značí nějaké zobecněné sou-
řadnice pro systém o f stupních volnosti (např. p nebo q). V obecném případě však závisí
Ψ na čase.
5 Z pohledu molekulárních procesů nelze hovořit kupříkladu o tlaku, který představuje střední hodnotu
hybnosti předanou za čas stěnám nádoby [240].
6 Český termín použitý v [236] je „pozorovatelnáÿ, zde přidané substantivum veličina upřesňuje, že
nejde o samosdružený operátor, jemuž odpovídá anglický termín observable, který může označovat rovněž
veličinu, jako jeho vlastní hodnotu.
7 V případě elektronu v centrálním silovém poli Coulombických sil tvoří ÚMP αi =
{Ei, li,ml,i, si,ms,i}, i = 1, 2 . . ., kde E označuje hodnotu energie odpovídající stavu i, l impulsmo-
ment, s spin, ml je projekce impulsmomentu do zvolené osy (podle úmluvy z) a ms projekce spinu do
osy z. Uvedená ÚMP sice popisuje stav i plně, avšak stejně tak dobře by to mohla být množina, kde by
se na místo ml a ms objevil celkový moment j, mj , j = l+ s.
8 Podle Dirac-von Neumannovy formulace QM, která je dnes běžně používaná, je stav určen stavovým
vektorem |Ψ〉 v Hilbertově prostoru H, viz např. [236–238].
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Pravděpodobnost, že systém se nachází v čase t v elementu konfiguračního prostoru
dq je tedy dána jako
dP = W dq = Ψ∗(t, q)Ψ(t, q) dq.
Každé měřitelné veličině F odpovídá samosdružený (Hermitovský) operátor Fˆ v H.
Možné hodnotě měřitelné veličiny F odpovídá nějaká vlastní hodnota λ, jež vyhovuje
lineární diferenciální rovnicí druhého řádu
FˆΨ = λΨ, λ ∈ R,
což představuje speciální případ Sturm-Liovilleovy úlohy.
Každému operátoru odpovídá množina (spektrum) vlastních hodnot {λj}, j = 1, 2, . . .
a jim odpovídajících vlastních funkcí (vektorů) {ψj}. Spektrum vlastních hodnot nemusí
být nutně diskrétní, ale může být i spojité (například souřadnice, impuls a energie volné
částice).
Pro každý samosdružený operátor platí∫
ϕ∗(ξ)Fˆχ(ξ) dξ =
∫
χ(ξ)[Fˆϕ(ξ)]∗ dξ. (2.26)
Relace (2.26) vyjadřuje požadavek symetricity. Operátor Fˆ musí být nadto definován
v celém definičním oboru, což je splněno, jestliže je omezený, a tedy∫ ∣∣∣Fˆψ(ξ)∣∣∣2 dξ ≤ K ∫ |ψ(ξ)|2 dξ, K ∈ R.
Nejmenší z čísel K se nazývá norma operátoru.
Je možno ukázat, že vlastní hodnota samosdruženého operátoru je reálné číslo.
Vlastní funkce samosdruženého operátoru jsou orthogonální, pokud jsou vlastní funkce
ψi, ψj normalizované, lze psát ∫
ψ∗iψj dξ = δij.
V případě degenerovaných stavů (λi = λj, j 6= i), nejsou sice odpovídající vlastní
funce nutně orthogonální, ale lze sestrojit takovou jejich lineární kombinaci, že tato je
orthogonální k ostatním vlastním funkcím.
Očekávaná (expected) hodnota výsledku měření fyzikální veličiny F v čase t je střední
hodnotaF vyjádřená jako
F(t) =
∫
Ψ∗(t, ξ)FˆΨ(t, ξ) dξ. (2.27)
Fyzikální význam vztahu (2.27) spočívá v tom, že pro soubor N , N → ∞ systémů
v témže stavu Ψ, budou naměřeny výhradně hodnoty veličiny F odpovídající vlastním
hodnotám operátoru Fˆ s hustotou pravděpodobnosti určovanou kvadrátem modulu funkce
Ψ.
V případě, že Ψ je funkcí kanonických souřadnic q, je tedy
F(t) =
∫
Ψ∗(t, q)FˆΨ(t, q) dq.
Položme
FˆGˆ− GˆFˆ = i~[Fˆ, Gˆ], (2.28)
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kde i je imaginární jednotka. Vztah (2.28) definuje komutátor 9 (termín antikomutátor
označuje součet součinu operátorů).
Současné (simultánní) měření dvou pozorovatelných veličin F , G, reprezentovaných
operátory Fˆ, Gˆ tak, že měření jedné veličiny v principu neovlivňuje měření druhé veličiny,
je možné tehdy a jen tehdy, pokud
[Fˆ, Gˆ] = 0.
V tomto případě operátory komutují.
Nechť k označuje vlnový vektor se souřadnicemi [kx, ky, kz]. Fourierova transformace
pak vyjadřuje funkci φ(k) pomocí polohového vektoru ψ(r) následovně
φ(k) =
1
(2pi)3/2
∫
ψ(r) e−ikr dr. (2.29)
Fourierův integrál funkce φ(k) vyjadřuje zpětnou transformaci ψ(r)
ψ(r) =
1
(2pi)3/2
∫
φ(k) eikr dk. (2.30)
Jelikož platí p = ~k, lze pro systém o f stupních volnosti v kanonických souřadnicích
q, p vyjádřit vlnovou funkci Φ(p) určující stav systému jako Fourierův obraz Ψ(q)
Φ(t,p) =
1
(2pi~)f/2
∫
Ψ(q) exp
(
− i
~
pq
)
dq. (2.31)
Pro Ψ(q) pak platí
Ψ(t, q) =
1
(2pi~)f/2
∫
Φ(p) exp
(
i
~
pq
)
dp. (2.32)
Vztah mezi Ψ(t, q) a Φ(t,p) je vyjádřen Fourierovou transformací (2.31) a (2.32),
odkud je zřejmé, že funkce hybností a prostorových souřadnic systému nelze považovat
za navzájem nezávislé a tedy, dynamický stav systému nemůže být určen reprezentativním
bodem 2f rozměrného fázového prostoru jako tomu bylo v případě, kdy byl systém popsán
pohybovými rovnicemi klasické mechaniky.
Stav systému v čase t je možno ekvivalentně popsat pomocí vlnové funkce Ψ(t, q)
v tzv. souřadnicové reprezentaci (též X-reprezentaci, q-reprezentaci, q-language), jako
funkce souřadnic konfiguračního prostoru a funkce Φ(t,p) v impulsové reprezentaci (též
p-reprezentaci, p-language), jako funkce souřadnic impulsového prostoru.
Dynamický stav systému lze v časovém okamžiku t vyjádřit pomocí samosdružených
operátorů qˆ, pˆ, jež reprezentují polohu a impuls systému v souladu s (2.31) a (2.32).
V q-reprezentaci je
qˆi = qi, pˆi =
~
i
∂
∂qi
, (2.33)
v p-reprezentaci
qˆi = −~i
∂
∂pi
, pˆi = pi. (2.34)
9 Definice není v literatuře zcela jednotná. Liší se faktorem i~ (viz např. [236])
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Dynamická veličina F (q,p) systému je reprezentována operátorem Fˆ(qˆ, pˆ)
q-reprezentace p-reprezentace
Fˆ(qˆ, pˆ) = F
(
q,
~
i
∂
∂q
)
, Fˆ(qˆ, pˆ) = F
(
−~
i
∂
∂p
,p
)
(2.35)
V principu je možno na základě korespondenčních pravidel (2.33), (2.34) určit samo-
sdružený operátor (2.35) reprezentující jakoukoliv měřitelnou dynamickou veličinu sys-
tému10.
Pro qk, ql a pk, pl, q, l = 1, 2, . . . , f , platí následující komutační relace
[pˆk, qˆl] = δkl,
[qˆk, qˆl] = 0,
[pˆk, pˆl] = 0.
(2.36)
Pro tyto veličiny lze ukázat, že platí Heisenbergův princip neurčitosti,
∆pk∆qk ≥ ~2 ,
jenž představuje speciální případ relací neurčitosti, přičemž neurčitost nějaké veličiny F
je vyjádřena jako
(∆F )2 =
∫
ψ∗(Fˆ−F)2ψ dq.
Pro každý systém existuje takový samosdružený operátor Hˆ, že časový vývoj je dán
Schrödingerovou rovnicí
HˆΨ(t, q) +
~
i
∂Ψ(t, q)
∂t
= 0. (2.37)
Operátor Hˆ je operátorem energie systému (hamiltonián systému).
V případě, že hamiltonián nezávisí na čase (pro izolovaý systém), platí v čase t
Ψ(t, q) = exp
(
− i
~
Hˆt
)
Ψ(0, q). (2.38)
Odtud lze ukázat, že stacionární řešení Schrödingerovy rovnice má tvar
Ψ(t, q) = u(q) exp
(
− i
~
Et
)
, E ∈ R,
kde E představuje vlastní hodnotu Hˆ, která vyhovuje řešení bezčasové Schrödingerovy
rovnice
Hˆu(q) = Eu(q) (2.39)
Je zřejmé, že hustota pravděpodobnosti W stacionárního stavu nebude záviset na čase
|Ψ(t, q)|2 = |Ψ(0, q)|2 = W (q).
10 Nutno upozornit, že takto jednoduchá pravidla (2.33), (2.34) platí pouze pro složky vektorů polohy
a hybností vyjádřená v kartézských souřadnicích.
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Lze dále ukázat, že pro časový vývoj operátoru Fˆ platí
dFˆ
dt
=
∂ Fˆ
∂t
+ [Fˆ(t), Hˆ], (2.40)
závisí-li operátor Fˆ parametricky na čase. Pokud Fˆ nezávisí parametricky na čase je první
člen na pravé straně rovnice (2.40) nulový, pro časovou změnu střední (očekávané) hod-
notyF pak lze psát
dF
dt
=
∫
Ψ∗[Fˆ, Hˆ]Ψ dq = [F,H].
Jestliže se dynamická veličina nemění v čase, z (2.40) plyne
[Fˆ, Hˆ] = 0. (2.41)
Operátor Fˆ komutuje s hamiltonánem a nazývá se integrálem pohybu (též constant of
motion). Jelikož hamiltonián
[Hˆ, Hˆ] = 0,
celková energie (izolovaného) systému je integrálem pohybu.
Rozvoj vlnové funkce
Množina vlastních funkcí samosdruženého operátoru tvoří orthonormální systém. V dal-
ším budeme předpokládat, že spektrum vlastních funkcí samosdruženého operátoru tvoří
úplný orthonormální systém. (Důkaz, že orthonormální systém polynomů vyhovující ře-
šení Sturm-Liovilleovy úlohy je úplný v H, lze najít např. v [237]).
V takovém případě lze sestrojit zobecněnou Fourierovu řadu k funkci Ψ, že platí
Ψ(t, q) =
∑
k
ak(t)ψk(q), ak(t) =
∫
ψ∗k(q)Ψ(t, q) dq. (2.42)
Dosazením (2.42) do (2.27) vyjde očekávaná hodnotaF
F =
∑
k
∑
l
a∗l (t)ak(t)
∫
ψ∗l (q)Fk ψk(q) dq =
∑
k
|ak(t)|2Fk. (2.43)
Fk označuje vlastní hodnotu odpovídající vlastní funkci ψk, přičemž∫
|Ψ(t, q)|2 dq =
∑
k
|ak(t)|2 = 1.
Pravděpodobnost, že bude naměřena hodnota Fk, je rovna
W (t, Fk) = |ak(t)|2.
Ježto případě stacionárních stavů platí (2.38) a (2.39), bude v takovém případě
ak(t) = ck exp
(
− i
~
Ekt
)
, Ek = Hˆψk(q),
kde ck plyne ze vztahu pro ak (2.42), neboli
ck =
∫
ψ∗(q) exp
(
i
~
Ekt
)
Ψ(t, q) dq.
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Transformace amplitud
Nechť množina F = {F1, F2, . . . , Ff} představuje nezávislé kompatibilní veličiny o f
stupních volnosti (ÚMP), takže spektrum Fˆi, i = 1, 2, . . . , f je spojité, potom
Ψ(t, q) =
∫
a(t,F )ψ(F , q) dF (2.44)
a(t,F ) =
∫
ψ∗(F , q)Ψ(t, q) dq (2.45)
Vztahy (2.44), (2.45) vyjadřují rozvoj Ψ(t, q) pomocí amplitud a(t,F ) a vlastních
funkcí ψ(F , q) odpovídající vlastním hodnotám se spojitým spektrem analogicky (2.42).
Jejich speciálním případem jsou transformační vztahy (2.31), (2.32) mezi q- a p-re-
prezentacemi.
V obecném případě je možno uvažovat kromě již uvedených q a p-reprezentací i
jiné reprezentace podle veličiny odpovídající zvolenému samozdruženému operátoru, je-
muž přísluží rozvoj vlastních funkcí. Důležitá je zejména energetická reprezentace (E-
reprezentace).
Stav systému tak může být vyjádřen ekvivalentně pomocí amplitud a(t, ξ) jež odpoví-
dají různým reprezentacím (na místo indexu je uvedeno ξ jako argument, což je zobecnění
zápisu i na spojité spektrum, srov. [239]), jak v případě diskrétního, tak spojitého spektra.
Vyjádříme-li očekávanou hodnotu v q-reprezentaci pomocí funkce Ψ(t, q), potom po
dosazení z rozvoje (2.42) pro nějaký orthonormální systém vlastních funkcí {ψ(ξ, q)},
kdy
Gˆψ(ξ, q) = Gξ ψ(ξ, q),
a tedy pro očekávanou hodnotu reprezentovanou Fˆ bude
F =
∑
ξ,ζ
a∗(t, ξ)a(t, ζ)
∫
ψ∗(ξ, q) Fˆψ(ζ, q) dq =
∑
ξ,ζ
a∗(t, ξ)Fξζa(t, ζ),
kde
Fξζ =
∫
ψ∗(ξ, q) Fˆψ(ζ, q) dq (2.46)
Transformovaný operátor Fˆ(a) lze pak vyjádřit pomocí Fξζ
Fˆ(a)a(t, ξ) =
∑
ζ
Fξζa(t, ζ) (2.47)
tak, že proF platí
F =
∑
ξ
a∗(t, ξ)Fˆ(a)a(t, ξ), (2.48)
což je analogie s vyjádřením (2.43); přesněji (2.43) představuje speciální případ (2.48),
kdy {ψ(ξ, q)} je orthonormálním systémem vlastních funkcí Fˆ 11.
11 Pochopitelně, že spektrum může být i spojité, viz (2.44), (2.45) a sumace rozvoje bude všude
nahrazena integrací. Nadto může být ψ simultánní vlastní funkcí více samosdružených operátorů, Obecně
však nepožadujeme aby současně
Fˆψ(ξ, q) = Fξψ(ξ, q),
což opravňuje použití transformace, neboť v takovém případě Fξζ = δξζFξ.
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Časový vývoj popsaný Schrödingerovou rovnicí (2.37) přejde po dosazení z (2.42) pro
Ψ(t, q) a úpravách na
~
i
∂a(t, ξ)
∂t
+
∑
ζ
Hξζ a(t, ζ) = 0, Hξζ =
∫
ψ∗(ξ, q) Hˆψ(ζ, q) dq, (2.49)
pro hamiltonián systému nezávisející na čase (izolovaný systém). Rovnice (2.49) předsta-
vuje transformovanou Schrödingerovu rovnici.
Pozorovatelné veličiny jsou reprezentovány hermitovskými maticemi, pro jejichž prvky
platí
Fξζ =
∫
ψ∗(ξ, q) Fˆψ(ξ, q) dq, Fξζ = F ∗ζξ,
kde {ψ(ξ, q)} tvoří bázi (nekonečné dimenze) reprezentace.
Očekávaná hodnota Fξ je dána
F = Fξξ.
Zobecnění předchozích vztahů na případ, kdy jsou vlastní funkce závislé na čase vede,
k vyjádření
Fσρ(t) =
∫
Ψ∗σ(t, q) FˆΨρ(t, q) dq,
kdy Fσρ(t) je opět prvek hermitovské matice. Diagonální prvky Fσ,σ udávají rovněž oče-
kávanou hodnotu.
Lze ukázat, že pro časový vývoj hodnot Fσρ(t) platí analogie vztahu (2.40), tedy
v případě, že hamiltonián nezávisí parametricky na čase, bude pro časově závislý maticový
element platit
dFσρ(t)
dt
= [F,H]σρ.
Vzájemmnou trasformaci různých orthonormálních bází definujících reprezentace umož-
ňuje unitární transformace.
Nechť {u(m, q)}, {v(r, q)} představují báze pro dvě různé reprezentace. Platí
v(r, q) =
∑
m
u(m, q)Smr, u(m, q) =
∑
r
v(r, q)S−1rm, (2.50)
kde Smr je prvek matice unitární transformace. Jelikož {u(m, q)}, {v(r, r)} jsou dvě
nezávislé báze, je zřejmé že platí
Skr =
∫
u∗(k, q)v(r, q) dq, S−1lm = S
∗
ml =
∫
v∗(l, q)u(m, q) dq. (2.51)
Položme
Ψ(t, q) =
∑
m
a(t,m)u(m, q) =
∑
r
b(t, r) v(r, q), (2.52)
odtud dosazením z (2.50) pro u(m, q), v(r, q) vyjde
b(t, r) =
∑
m
S−1rm a(t,m) =
∑
m
a(t,m)S∗mr
a(t,m) =
∑
r
Smr b(t, r) =
∑
m
b(t, r) (S−1rm)
∗.
(2.53)
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Pro maticové elementy
F (a)nm =
∫
u∗(n, q) Fˆu(m, q) dq, F (b)sr =
∫
v∗(s, q) Fˆ v(r, q) dq, (2.54)
jež odpovídají dvěma různým reprezentacím téže veličiny F , bude po dosazení z (2.50)
platit
F (b)sr =
∑
l,k
F
(a)
lk S
∗
lsSkr =
∑
l,k
S−1F (a)lk Skr
F (a)nm =
∑
s,r
F (b)sr (S
−1
sn )
∗S−1rm =
∑
s,r
SnsF
(b)
sr S
−1
rm
(2.55)
neboli,
F(b) = S−1F(a)S, F(a) = SF(b)S−1, (2.56)
vyjádřeno pomocí hermitovských matic F(a), F(b) a unitární matice S. Vztahy (2.55),
(2.56) definují unitární (podobnostní) transformaci.
2.1.3 Základní pojmy kvantové statistiky
V předchozím oddílu byly zavedeny pojmy z QM, které se týkají jediného systému. Ze
stejných důvodů jako v klasické SM, je pro přechod od mikroskopického stavu k makro-
skopickým veličinám třeba uvažovat soubory systémů.
Rozšíření popisu QM na popis souboru systémů vyžaduje zavedení dalších pojmů.
Kromě této skutečnosti, je popis analogický popisu jednoho QM systému. V dalším se
proto, a též z důvodu omezeného rozsahu této práce, omezíme na nejzákladnější fakta.
Z hlediska klasického Gibbsova přístupu ke SM (přijatého v i této práci a použitelného i
pro QM) podávají více informací učebnice SM zmíněné v úvodní části kapitoly, zejména
však [239].
Matice hustot
Střední (očekávaná) hodnota reprezentovaná Fˆ byla definována v předchozím oddílu
F(t) =
∫
Ψ∗(t, q)FˆΨ(t, q) dq,
pro q-reprezentaci funkce Ψ systému. Střední hodnota ze souboru systémů bude
F =
1
N
N∑
α=1
F(α), (2.57)
kdeF(α) označuje střední hodnotu systému α.
Jak bylo již řečeno, hustotu pravděpodobnosti toho, že poloha systému v konfigurač-
ním prostoru je popsána souřadnicemi q, udává
W (q) = Ψ∗(t, q)Ψ(t, q).
Pokud je Ψ vyjádřena rozvojem vlastních funkcí (2.42), s amplitudami a(k, t), je prav-
děpodobnost toho, že systém se nachází ve stavu ψ(k, q) (jehož vlastní hodnota je tedy
F (k)), dána
W (k) = a∗(k, t)a(k, t).
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S ohledem na (2.57) je možno tyto výsledky aplikovat na celý soubor systémů. Tedy,
hustota pravděpodobnosti, že systém α náhodně vybraný ze souboru bude popsán konfi-
guračními souřadnicemi q
W (q) =
1
N
N∑
α=1
Ψ∗(α)(t, q)Ψ(α)(t, q),
hustota pravděpodobnosti (či pravděpodobnost u dikrétních stavů), že náhodně vybraný
systém se nachází ve stavu ψ(k, q), potom bude
W (k) =
1
N
N∑
α=1
= a∗(α)(k, t) a(α)(k, t) = a∗(k, t)a(k, t).
Uvedené výsledky je možno zobecnit a definovat matici hustot
Pˆ(N)(q, q′) =
1
N
N∑
α=1
Ψ∗(α)(t, q
′)Ψ(α)(t, q), (2.58)
kde Pˆ(N)(q, q′) označuje matici hustot a q′, resp. q představují obecně dva různé
body v f -dimenzionálním konfiguračním prostoru. Pomocí amplitud je matice hustot
definována
Pˆ(N)nm =
1
N
N∑
α=1
a∗(α)(m, t) a(α)(n, t) = a∗man. (2.59)
V klasické mechanice byla střední hodnota veličiny určena distribuční funkcí P(N),
(2.7), označující hustotu pravděpodobnosti nastoupení daného dynamického stavu systé-
mem ze souboru. Lze ukázat, že matice hustot má pro QM analogický význam. (Pokud
to nebude nezbytné, nebudeme horní index označující počet částic u Pˆ(N) vyznačovat.)
Pravděpodobnost, že náhodně vybraný systém ze souboru se nachází ve stavu ψ(n, q)
je, v souladu s předešlým, rovna
Pˆn = Pˆnn = Wn = a∗nan.
Z (2.42) pro každý systém plyne12∫
Ψ∗Ψ dq =
∑
k
a∗k ak = 1,
tudíž totéž musí platit i pro celý soubor, neboť každý ze systémů nabývá stavů reprezen-
tovaných úplným orthonormálním systémem {ψ(k, q)} a tedy∑
k
Pˆk =
∑
k
Pˆkk =
∑
k
W k =
∑
k
a∗k ak = 1. (2.60)
Vztah (2.60) je analogií klasické normalizační podmínky pro P(N).
12 Z důvodů, plynoucích z Dirac-von Neumannova formalismu, je obvyklé definovat operátor matice
hustot. Suma diagonálních prvků pak označuje jednotkový operátor. Je možno rovněž definovat operátor
matice hustot ve smyslu (2.47). Zde zavedený symbol Pˆmn je pro jednoduchost používán bez formálního
rozlišení, jež je však patrné z kontextu.
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Střední hodnota veličiny
Vztah vyjadřující očekávanou hodnotu pozorovatelné veličiny systému byl uveden již
v paragrafu o transformaci amplitud, viz (2.46), (2.47), (2.48).
Jelikož
F =
∫
Ψ∗FˆΨ dq =
∑
m,n
a∗m anFmn,
kde
Fmn =
∫
ψ∗m Fˆψn dq,
bude střední hodnota podle (2.59)
F =
∑
m,n
a∗manFnm =
∑
m,n
PˆnmFmn. (2.61)
Získaný vztah proF lze vyjádřit v maticové formě, neboť sumace v (2.61) nepředsta-
vuje nic jiného, než součet diagonálních maticových elementů maticového součinu
F =
∑
m
[F Pˆ]mm =
∑
n
[PˆF ]nn = TrPF = TrFP, (2.62)
kde F, resp. P označují hermitovské matice odpovídající prvkům Fmn, resp. Pˆnm a Tr
označuje operátor součtu diagonálních prvků (trace).
Transformace matice hustot
Transformační vztahy pro systém již byly uvedeny v paragrafu o transformaci amplitud.
Stav systému Ψ(t, q) může být určen pomocí úplných orthonormálních systémů {u(k, q)},
{v(r, q)}, rozvojem (2.50), tak že platí (2.52). Vztahy mezi odpovídajícími amplitudami
a(k, t), b(r, t) jsou dány tranformačními vztahy (2.53).
Označme
Pˆlk = a∗k al, Pˆ
′
sr = b
∗
k bl.
Dosazením z (2.53) pro amplitudu b(r, t) vyjde
Pˆ′sr = b∗k bl =
∑
k,l
a∗k Skr al S
∗
ls =
∑
k,l
Pˆlk S∗lsSkr =
∑
k,l
S−1sl Pˆlk Skr. (2.63)
Vztah (2.63) je možno zapsat v maticovém tvaru
P′ = S−1PS. (2.64)
Transformace matice hustot mezi dvěma různými reprezentacemi je dána unitární
transformací (2.63), (2.64). Matice P′ a P jsou podobné.
Je zřejmé, že pravděpodobnostW ′r nalezení systému ze souboru ve stavu v(r, q) je
rovna b∗rbr, tedy pro úplný orthonormální systém {v(r, q)} bude∑
r
b∗r br =
∑
r
W ′r = Pˆ′rr = TrP
′.
Z čehož je zřejmé, že
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TrP = TrP′.
Stejný závěr plyne dosazením pro Pˆrr z (2.63) a relace pro unitární matici∑
r
S∗lrSkr = δlk.
Stopa matice hustot je invariantní vzhledem k unitární transformaci (2.63), (2.64),
nezávisí tudíž na konkrétní reprezentaci.
Očekávaná hodnota pozorovatelné veličiny F (2.61), (2.62) v bázi {v(r, q)} bude
F = TrP′F′ =
∑
s,r
F ′rs Pˆ
′
sr.
Odtud dosazením za P′ z (2.63) s využitím (2.50) a (2.51) pro vr∑
s,r
F ′rs Pˆ
′
sr =
∑
s,r
∑
k,l
F ′rs PˆlkS
∗
lsSkr =
∑
s,r
∑
k,l
Pˆlk
∫
v∗r(S
−1
rk )
∗ Fˆ vsS−1sl dq =
=
∑
k,l
Pˆlk
∫
u∗k Fˆul dq =
∑
k,l
Pˆlk Fkl.
(2.65)
A tedy platí, že
TrP′F′ = TrPF.
Transformace do q-reprezentace
Vztah (2.63) udává
Pˆ′sr =
∑
k,l
Pˆlk S∗lsSkr.
V q-reprezentaci lze psát
qˆu(q) = q′ u(q), u(q) = δ(q − q′)
kde q′ reprezentuje vlastní hodnotu (tj. konkrétní souřadnice), vlastní funkcí je Diracova
δ-funkce. Označme
v∗s = δ(q − qs), vr = δ(q − qr).
Poněvadž podle (2.50)
S∗ls =
∫
v∗s ul dq, Skr =
∫
u∗k vr dq,
z čehož dosazením za v∗s , vr bude
S∗ls =
∫
ul(q)δ(q − qs) dq = ul(qs)
Skr =
∫
u∗k(q)δ(q − qr) dq = u∗k(qr).
(2.66)
44
2.1. Elementární úvod do kvantové statistiky
Odtud, dosazením do vztahu pro Pˆ′sr bude pro souřadnicovou reprezentaci platit
Pˆ′sr =
∑
k,l
Pˆlk ul(qs)u
∗
k(qr) =
∑
k,l
a∗ku
∗
k(qr) alul(qs) = Ψ
∗(qr, t) Ψ(qs, t). (2.67)
Tento vztah je již vyjádřen (2.58).
Jelikož je Ψ normalizována, bude zřejmě též
TrP′ =
∫
Pˆ(q, q) dq = 1.
Redukované matice hustot
Stejně jako v klasickém případě redukované distribuční funkce (2.8), (2.9) je možno de-
finovat redukovanou matici hustot. Uvažujeme-li q-reprezentaci, bude pro redukovanou
specifickou matici hustot platit analogie (2.8)
Pˆ(h)(rη, rη ′) =
∫
Pˆ(N)(rη, rN−η; rη ′, rN−η) drN−η. (2.68)
Integrace probíhá přes souřadnice r = r′ všech N−h molekul, které netvoří vybraný pod-
prostor vymezený konfiguracemi molekul uspořádané h-tice η konfiguračního γ-prostoru.
Pravděpodobnost, že náhodně vybraná množina molekul η, se nachází v elementu konfi-
guračního prostoru drη, je dána diagonálním elementem Pˆ(h)(rη, rη) drη.
Generickou matici hustot lze definovat analogicky (2.10)
fˆ(h)(rη, rη ′) =
N !
(N − h)! Pˆ
(h)(rη, rη ′). (2.69)
Čisté a smíšené stavy
Soubor se nalézá v čistém stavu, tehdy a jen tehdy, pokud každý ze systémů se nachází
v přesně určeném kvantovém stavu, který je stejný pro všechny systémy. Čistý soubor
tedy reprezentuje systém, jehož stav je plně znám.
Pokud se systém nenalézá v čistém stavu, je ve smíšeném stavu. Smíšený soubor
reprezentuje systém, jehož stav není přesně určen.
Pro soubor systémů v čistém stavu bude
Pˆnm = a∗m an = a
∗
m an,
jelikož jsou systémy identické, přičemž
F = F = TrPF.
Poněvadž ∑
k
a∗k ak = 1,
bude ∑
k
a∗kan a
∗
mak =
∑
k
PˆnkPˆkm = a∗man = Pˆnm,
neboli
P2 = P. (2.70)
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Relace (2.70) představuje nutnou podmínku proto, aby se soubor nacházel v čistém
stavu. Ježto je P positivně semidefinitní hermitovská matice, lze ji vždy pomocí unitární
transformace převést na diagonální. V takovém případě budou diagonální prvky rovny
0 nebo 1, a poněvadž je stopa rovna 1, existuje právě jeden diagonální prvkek Pˆkk = 1.
Odtud je zřejmé, že všechny systémy se nacházejí v témže stavu. Podmínka (2.70) je tedy
i postačující.
Obecně,
0 ≤ Pˆnm − [Pˆ]2nm ≤ 1.
V čistém souboru je jediným zdrojem statistického chování pravděpodobnostní cha-
rakter QM.
Časový vývoj matice hustot
V klasické statistice popisuje časovou změnu distribuční funkce Liovilleova věta (2.20),
(2.21). Pro časový vývoj dynamické veličiny v QM platí (2.40).
Pro časovou závislost amplitud platí zobecněná Schrödingerova rovnice (2.49). Nechť
{uk(q)} reprezentuje úplný orthonormální systém, přičemž
Ψ(q, t) =
∑
k
ak(t)uk(q).
Pomocí (2.49) vyjádříme časovou změnu součinu a∗man, součet členů časových derivací
součinu po formálním vystředění dává
∂
∂t
a∗man =
1
i~
∑
k
(Hnka∗mak−H∗mka∗kan) =
1
i~
∑
k
(HnkPˆkm − PˆnkHkm) = ∂ Pˆnm
∂t
,
což lze přepsat pomocí závorek pro komutátor (2.28) jako
∂ Pˆnm
∂t
= − 1
i~
∑
k
(PˆnkHkm −HnkPˆkm) = −[Pˆ, H]nm, (2.71)
neboli
∂P
∂t
= −[P,H] = [H,P]. (2.72)
Na rozdíl od vyjádření pro časovou změnu klasické distribuční funkce (2.21), je komutá-
tor (2.72) opačného znaménka než Poissonovy závorky. Totéž platí pro časovou změnu
pozorovatelné veličiny (2.40).
2.1.4 Podmínky statistické rovnováhy
Soubor reprezentující rovnovážný systém se vyznačuje takovou distribucí systémů mezi
možné kvantové stavy, že během časového intervalu τ bude platit
1
τ
∫ t0+τ
t0
∂ Pˆnm
∂t
dt = 0.
Z hlediska makroskopických veličin (tj. termodynamiky) se rovnováha týká dostatečně
dlouhého intervalu, kdy časový průběh neovlivňují mikroskopické fluktuace. Omezíme-li
se pak na „dostatečně hladkýÿ průběh časové závislosti, bude jednoduše
∂ Pˆnm
∂t
= 0. (2.73)
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Této podmínce musí vyhovovat tvar matice hustot popisující rovnováhu. Je možno proto
položit matici hustot za rovnu konstantě, tj. nějaké počáteční distribuci ρ0 v t0
Pˆnm = ρ0 δnm. (2.74)
Dosadíme-li (2.74) do vztahu (2.71), vyjde splnění podmínky (2.73).
Jelikož v rovnováze P podle (2.72) komutuje s hamiltoniánem, je možno hledat matici
hustot tak, aby byla integrálem pohybu. Je zřejmé, že integrálem pohybu je (v případě izo-
lovaného systému) nutně hamiltonián systému a proto se nabízí jeho volba pro stanovení
tvaru matice hustot13. V klasické mechanice se těmito důvody zabýval Gibbs [42, 239].
Funkce hamiltoniánu lze obecně vyjádřit jako
f(H) = a0 + a1H+ a2H2 + · · ·+ akHk + · · · , ak ∈ C, (2.75)
proto také, pokud P = f(H), bude
∂P
∂t
= −[P,H] = −[f(H),H] = 0.
Tedy
Pˆnm = [f(H)]nm, P = f(H). (2.76)
2.1.5 Statistické soubory v QM
Na začátku kapitoly byl zaveden pojem reprezentativního souboru. V dalším se před-
pokládalo, že tento pojem platí i v QM. Rozšíření předchozí definice souboru může být
založeno na následujících parametrech (viz [42,240]).
Nechť je systém S popsán pomocí počtu částic nezávislých komponent N (2.1),
externích makroskopických proměnných x (2.2) a nějakou proměnnou a (2.3). Tím je plně
zadán jeho makroskopický (termodynamický) stav. Soubory, v nichž má každý systém
stejné N a x, se nazývají (podle Gibbse) petit. Zobecněné soubory se mohou lišit v počtu
částic N nebo externími proměnnými x, případně obojím. Zobecněný soubor je pak
tvořen množinou petit souborů tak, že každý prvek této množiny je tvořen všemi systémy
souboru se stejnými N a x. Soubory se stejným x, ale různým N se nazývají grand a
reprezentují otevřený systém. Uzavřené systémy jsou reprezentovány petit soubory.
Uniformní soubor
Rozdělení popsané (2.74) definuje uniformní soubor. Je evidentní, že reprezentuje systém,
který se nalézá v rovnováze v každém čase t ≥ 0. Náhodně vybraný systém ze souboru
má stejnou pravděpodobnost, že se nachází v kterémkoli možném stavu, tedy
Pnn = W n = ρ0.
Lze snadno dokázat, že matice hustot uniformního rozdělení je invariantní vzhledem
k transformaci báze a je tudíž nezávislá na reprezentaci14.
13 V dalším se omezíme na systémy v poli konzervativních sil, přičemž různé případy neinerciálních
vztažných soustav spojených se systémem, jako např. rotující soustavy, nebudou brány v úvahu.
14 Abychom se vyhnuli čistě formálním komplikacím spojeným s definováním operátoru, pro matici
hustot a veličin z ní odvozených v konkrétních případech pravděpodobností, nebudou již v dalším veličiny
Pˆnm, Pˆn uváděny se znakem „stříškyÿ označující operátor, takže je bude možno chápat ve smyslu číselné
hodnoty, tj. jako proměnné Pnm, Pn, nebude-li výslovně uvedeno jinak.
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Vyjádříme-li amplitudy v exponenciálním tvaru, bude
Pnm = a∗man = rnrm ei(φn−φm) = ρ0 δnm.
Pokud m 6= n, není tato rovnice jednoznačná; pro všechny fáze musí pouze platit, že
ei(φn−φm) = 0.
Uniformní soubor tedy reprezentuje stejné pravděpodobnosti a náhodné fáze (random
phases, žádné fáze nejsou preferovány) všech různých stavů, které může libovolný systém
v souboru nastoupit.
Předpoklady učiněné výše pro kvantové stavy systému mají zásadní důležitost pro
formulaci reprezentativních souborů.
Základní předpoklady kladené na systém
Pro to, aby bylo možno popsat makroskopický stav systému pomocí reprezentativního
souboru, je třeba postulovat předpoklady, které to vůbec umožňují.
Základní postulát (a priori probabilities and random phases) zní: Všechny možné
kvantové stavy systému mají stejné a priori pravděpodobnosti a jejich fáze jsou a priori
stejně náhodné.
Tedy, pro amplitudy
an = rn e
iφn , Wn = |an|2 = r2n
jsou a priori předpokládány stejné pravděpodobnosti Wn pro všechny možné stavy n,
přičemž není důvod předpokládat jiné, než zcela náhodné hodnoty fází φn.
Z platnosti výše uvedeného postulátu vychází definice matice hustot mikrokanonického
souboru.
Mikrokanonický soubor
Uniformní soubor nemůže reprezentovat systém, o nemž je známa jakákoliv informace.
Uzavřený, izolovaný termodynamický systém je reprezentován mikrokanonickým soubo-
rem. Reprezentativní soubor je složen, jak již bylo řečeno v úvodu kapitoly ze systémů,
které byly připraveny tak, že se v časovém okamžiku t0 umístí každý ze souborů ze svého
okolí do dokonalé izolace. V tomto případě platí
H(t) = H(t0), t ≥ t0.
Celková energie E každého ze systémů ze zachovává. Makroskopický popis mikrokano-
nického systému je následující
S = {E,x,N}, δx = 0, δN = 0.
Jedná se o soubor petit, neboť externí proměnné x a složení N jsou neměnné a stálé
(dokonale tuhá izolovaná nádoba).
Vztah pro matici hustot bude vycházet ze skutečnosti, že se jedná o integrál pohybu
(2.76). Pro funkci hamiltoniánu v obecném případě nějaké reprezentace platí mocninný
rozvoj (2.75). Tento vztah lze vyjádřit ve složkách
Pnm = a0 δnm +a1Hnm +a2
∑
k
HnkHkm +a3
∑
k,l
HnkHklHlm + · · · = [f(H)]nm. (2.77)
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Zjednoušení tohoto vztahu nastane pro hamiltonián v energetické reprezentaci, tedy pro
orthonormální systém {um(q)} takový, že
Hˆum(q) = Em um(q).
Potom zřejmě
Hnm =
∫
u∗n Hˆum dq = Em
∫
u∗num dq = Emδnm.
Dosazením do (2.77) vyjde
Pnm = a0 δnm + a1Em δnm + a2
∑
k
EkEm δnkδkm + a3
∑
k,l
EkElEm δnkδklδlm + · · · =
= a0 δnm + a1Em δnm + a2E
2
m δnm + a3E
3
m δnm + · · · = f(Em) δnm.
Matice hustot je v energetické reprezentaci diagonální. Jelikož je celková energie kaž-
dého systému konstantní, je možno položit
Pnm =
{
ρ0 δnm E ≤ Em < E + δE
0 jinak,
(2.78)
kde ρ0 je konstanta, δE označuje nějaký malý rozsah energie. Že bylo možno diagonální
prvky položit za rovny téže konstantě, vychází z předpokladů postulovaných Základním
postulátem.
Dále je evidentní, že
Pnn = W n = ρ0, ρ0 =
1
Ω
, pro
∑
n
Pnn = 1. (2.79)
pro každou vlastní hodnotu En, pro niž je splněna podmínka (2.78), kde Ω určuje počet
stavů vyhovujících (2.78).
Mikrokanonický soubor popisuje systém ve statistické rovnováze, poněvadž, jak již
bylo řečeno, je funkcí energie, jež je vlastní hodnotou integrálu pohybu a tudíž v izolo-
vaném systému nezávislá na čase. Relativní pravděpodobnost nastoupení nějakého stavu
systémem je tedy konstantní v čase.
Jelikož
∆E∆t ≥ ~
2
,
kde ∆t určuje čas, po který systém zůstává neporušen (při měření), je vhodné uvažovat
δE  ∆E.
Z mikrokanonického souboru lze odvodit ostatní soubory.
Odvození zobecněných souborů
Při odvození rozdělení platných pro jednotlivé soubory lze postupovat tak, že se vyšetřuje
každý případ specificky pro každý soubor, jak je tomu ve většině učebnic (viz např.
[42,49,50,239]). Je však možné vyjít ze specifikace zobecněného souboru, který se uplatní
na speciální případy. Tento postup zde bude naznačen, podrobně je podán v [240]. Tento
zobecněný soubor sestává ze systémů, které jsou v tepelném, mechanickém a materiálním
(tj. otevřené systémy) kontaktu s okolím.
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Nechť je dán dokonale izolovaný systém daného konstantního objemu Vt, obsahujícího
celkem Nt molekul o celkové energii Et. Pro jednoduchost předpokládejme, že x = {V },
N = {N}, což je možno později libovolně rozšířit. Systém nechť je složen z množiny N
rozlišitelných podsystémů, odpovídajících fyzikálnímu systému, tak, že N → ∞. Každý
z podsystémů je od ostatních oddělen přepážkou, která umožňuje vzájemnou výměnu
energie a částic, a současně dovoluje měnit objem (pouze celkový objem Vt je konstantní).
Podsystémy jsou vzájemně nezávislé (slabě interagující). Celý systém splňuje požadavky
na to, aby mohl být reprezentován mikrokanonickým souborem. Celková energie Et je
dána energií podsystémů.
Nechť {uk(N, V )} je orthonormální systém vlastních funkcí hamiltoniánu Hˆ(N, V )
každého podsystému zadaného hodnotami N , V
Hˆ(N, V )uk(N, V ) = Ek(N, V )uk(N, V ).
Hamiltonián nějakého složeného systému sestávajícího z M nezávislých podsystémů
1, 2, . . . ,M , lze separovat
Hˆ = Hˆ(1 + 2 + · · ·+M) = Hˆ1 + Hˆ2 + · · ·+ HˆM .
Jelikož pro orthogonální systém {uk(qm)} vlastních funcí Hˆ platí
Hˆm uk(qm) = Ek uk(qm), m = 1, 2, . . . ,M, k = 1, 2, . . . , s (2.80)
Hˆψµ(q1, q2, . . . , qM) = Eµ ψµ(q1, q2, . . . , qM) (2.81)
Eµ = E1 + E2 + · · ·+ EM , (2.82)
kde ψµ označuje vlastní funkci H systému složeného z M podsystémů, Eµ je pak vlastní
hodnota, jež je rovna součtu energií posystémů.
Z (2.80)–(2.82) je evidentní, že nejjednodušší řešení, kdy není brána v úvahu symetrie,
je ψµ součinem
ψµ(q1, q2, . . . , qM) = uk(q1)ul(q2) · · ·ur(qM). (2.83)
Speciálně, pro M = N je uvažovaným složeným systémem celý systém15.
Podsystém l v čase t nechť má aktuální objem V ′, počet částic N ′, potom je možno
jeho stav vyjádřit takto
Ψ(l)(t, ql) =
∑
k
ak(t)uk(ql) =
∑
k
akuk(N
′, V ′), 0 ≤ N ′ ≤ Nt, 0 ≤ V ′ ≤ Vt.
Označme nk(N, V ) počet podsystémů ve stavu uk(N, V ). Pro systém popsaný souči-
nem bází (2.83), pro M = N , a za předpokladu, že platí (2.80)–(2.81), musí být splněny
následující podmínky ∑
k,N,V
nk(N, V ) = N (2.84)∑
k,N,V
nk(N, V )V = Vt (2.85)∑
k,N,V
nk(N, V )N = Nt (2.86)∑
k,N,V
nk(N, V )Ek(N, V ) = Et. (2.87)
15 Je jasné, že obecně je celkový počet vlastních hodnot r odlišný od M , spektrum může být i spojité.
Počet stavů nastoupený M systémy, včetně degenerací, je samozřejmě M i v (2.82). Symetrie se uplatňuje
u Boseho, resp. Fermiho částic, zde předpokládáme systém Boltzmannových částic.
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V těchto vztazích se objevuje formální znak sumace, i když je zřejmé, že pro spojitou
proměnnou V má být nahrazena integrací.
Distribuce n = {n1, n2, . . . , nk, . . .} je definována přiřazením konkrétních hodnot
nk(N, V ), pro něž jsou splněny podmínky (2.84)–(2.87). Počet různých bázových stavů ψµ
příslušející téže distribuci n označme Ω(n). Permutace systémů mezi různými vlastními
funkcemi uk vede ke změně celkové ψµ (2.83). Permutace systémů popsaných identickou
vlastní funkcí uk ke změně ψµ nevede. Je tedy zřejmé, že permutace všech systémů N !
musí být dělena permutacemi přes všechny nerozlišitelné stavy, tedy
Ω(n) =
N !∏
k,N,V n
(n)
k (N, V )!
. (2.88)
Tímto vztahem je vyjádřena právě jedna konkrétní distribuce. Součet všech možných dis-
tribucí splňujících vazné podmínky (2.84)–(2.87) udává celkový počet možných bázových
stavů
Ω =
∑
n
Ω(n).
Položíme-li ve shodě s (2.83) bázový stav ψ(µ) pro každou distribuci n
ψ(µ) = uk(1)ul(2) · · ·ur(N ), (2.89)
je možno stav systému Ψ vyjádřit
Ψ(t,N ) =
Ω∑
µ=1
a(µ, t)ψ(µ).
Podle (2.87) požadujeme, aby
Hˆψ(µ) = Eµψ(µ), Eµ = Et, µ = 1, 2, . . . ,Ω,
tj. degeneraci Ω 16.
Nechť stav systému α v souboru je
Ψ(α) =
Ω∑
µ=1
a(α)(µ)ψ(µ)
Pravděpodobnost, že se systém α nachází ve stavu µ je zřejmě 17
W (µ) = [a(α)(µ)]∗a(α)(µ) = |a(α)(µ)|2.
16 Pokud se jedná o blízkou degeneraci, kdy jsou rozdíly energií velmi malé |Eµ−Eν | ≤ δE, jsou stavy
ψ(µ) stále orthogonální. Bázové funkce ψ(µ) samozřejmě nejsou orthogonální, pokud |Eµ − Eν | = 0.
V takovém případě nebude norma Ψ(α) součtem diagonálních prvků |a(α)(µ)|2, a potom∣∣∣∣∫ ψ∗(µ) Ψ(α)dq1dq2 · · · dqN ∣∣∣∣2 6= |a(α)(µ)|2.
Diagonalizace normy Ψ(α) spočívá v orthogonalizaci systému funkcí ψ(µ). Na místo funkcí ψ(µ) by potom
vystupovala jejich lineární kombinace. Poněvadž uvedenému problému, který je vcelku podstatný, není
v [240] věnována žádná pozornost, je pokračování naznačeno v pozn. 18.
17 V energetické reprezentaci pochopitelně stačí hledat pouze střední hodnotu diagonálních prvků
matice hustot, neboť
Plk = a∗kal δkl
.
51
2. ROVNOVÁŽNÁ STATISTICKÁ MECHANIKA
V dané distribuci n je právě nk(N, V ) podsystémů ve stavu uk(N, V ) s vlastní hod-
notou Ek; každý z rozlišitelných Ω(n) stavů popsaných funkcemi ψ(µ) (2.89) obsahuje
součin nk(N, V ) funkcí báze uk(N, V ).
Jelikož má být splněno (2.84), a priori pravděpodobnost toho, že v systému popsaném
ψ(µ) bude nějaký podsystém ve stavu uk(N, V ), je rovna n
(µ)
k (N, V )/N (tj. frakce pod-
systémů ve stavu uk). Pravděpodobnost, že systém je ve stavu ψ(µ) a současně náhodně
vybraný podsystém ve stavu uk(N, V ) je tedy
W (k|µ) = |a(α)(µ)|2 n
(µ)
k (N, V )
N .
Celková pravděpodobnost toho, že náhodně vybraný podsystém z α je ve stavu uk(N, V )
tedy bude
W (k) =
Ω∑
µ=1
|a(α)(µ)|2 n
(µ)
k (N, V )
N .
Střední hodnota souboru je zřejmě
W (k;N, V ) =
Ω∑
µ=1
a∗(µ)a(µ)
n
(µ)
k (N, V )
N . (2.90)
V energetické reprezentaci pro mikrokanonický soubor platí (2.79). Tudíž
Pµµ = a∗(µ)a(µ) =
1
Ω
,
odkud dosazením do (2.90) vyjde18
W (k;N, V ) =
Ω∑
µ=1
n
(µ)
k (N, V )
NΩ . (2.93)
18 Ke stejnému výsledku lze dospět i pro degeneraci Ω, je-li systém vlastních funkcí {ψ(µ)} orthogo-
nalizován, jak bylo uvedeno v pozn. 16. Pro orthogonální systém {ψ′(ν)} a lineárně nezávislý systém
{ψ(µ)}, platí obecně
ψ′(ν) =
Ω∑
µ=1
cνµψ(µ), ν = 1, 2, . . . ,Ω. (2.91)
Pro případ Schmidtovy orthogonalizace tvoří cνµ dolní trojúhelníkovou matici.
Analogicky (2.90), avšak pro amplitudy A(ν) systému {ψ′(ν)}, bude simultánní pravděpodobnost
nalezení systému ve stavu ψ′(ν) a podsystému ve stavu n(νµ)k
W (k|n(µ)) =
Ω∑
ν=1
A∗(ν)A(ν)
n
(νµ)
k
N =
Ω∑
ν=1
n
(νµ)
k
NΩ . (2.92)
nk je zde formálně vyjádřeno v závislosti na ν, odpovídající systému (2.91). Distribuce, a tedy n
(νµ)
k
samozřejmě nezávisí na ν, nýbrž jsou reprezentovány toliko funkcemi ψ(µ) a jsou tudíž stejné pro různá
ψ′(ν) a daného ν v systému (2.91). Provedeme-li součet v (2.92) pro n(νµ)k odpovídající pouze těm
bázovým funkcím ψ(µ), jež se vyskytují v diagonálních prvcích součinu cνµψ(µ) v (2.91) (tj. pro n
(νν)
k ),
bude v součtu obsažena každá z distribucí n právě jednou. Jak je zřejmé z (2.91), pro lineárně nezávislé
vlastní funkce ψ(µ) je systém {ψ′(ν)} dán čtvercovou maticí koeficientů [c]νµ dimenze Ω × Ω, a tedy
z (2.92) plyne
Ω∑
ν=1
n
(νµ)
k
NΩ
∣∣∣∣
ν=µ
=
Ω∑
ν=1
n
(νν)
k
NΩ =
Ω∑
µ=1
n
(µµ)
k
NΩ =
Ω∑
µ=1
n
(µ)
k
NΩ = W (k),
čímž je dán vztah (2.93).
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Je však evidentní, že
∑
n
Ω(n)n(n)k (N, V ) =
Ω∑
µ=1
n
(µ)
k (N, V ),
a tedy, (2.93) přejde na
W (k;N, V ) =
∑
n
Ω(n)n(n)k (N, V )
NΩ =
nk(N, V )
N = Pkk = Pk, (2.94)
kdenk(N, V ) je střední hodnota z nk(N, V ) přes všechna rozdělení Ω(n)
nk(N, V ) =
∑
n
Ω(n)nk(N, V )
Ω
.
nk(N, V ) může být nalezeno více způsoby. Postup, jejž navrhli Darwin a Fowler (viz
[43,44,242] a odkazy ibid.), vychází z metody největšího spádu (steepest descend), v němž
je použito formalismu komplexní analýzy. Podstatně jednodušší (a původnější) postup
tkví v nalezení nejpravděpodobnějšího rozdělení (viz např. [42,49,239,240]) n?, tj. tako-
vého, pro nějž je maximální Ω(n). Potom, pro N →∞, budenk(N, V )→ n?k(N, V ).
Nechť N → ∞. Logaritmus ln Ω(n) ze vztahu (2.88) bude možno potom vyjádřit
s použitím Stirlingovy formule
lnN ! = N lnN −N, pro N →∞,
následovně
ln Ω(n) = N lnN −N −
∑
k,N,V
[n(n)k (N, V ) lnn
(n)
k (N, V )− n(n)k (N, V )]. (2.95)
ln Ω(n) je možno rozvinout do Taylorovy řady kolem rozdělení n?.
ln Ω(n) = ln Ω(n?) +
(
∂ ln Ω(n)
∂n
)
n=n?
δn +
1
2
(
∂2 ln Ω(n)
∂n2
)
n=n?
δn2 + . . .
= ln Ω(n?) +
∑
k,N,V
(
∂ ln Ω(n)
∂n
(n)
k (N, V )
)
n=n?
δn
(n)
k (N, V ) +
+
1
2
∑
k,N,V
(
∂ 2 ln Ω(n)
∂n
(n)
k (N, V )
2
)
n=n?
[δn(n)k (N, V )]
2 + . . . ,
(2.96)
kde δn(n)k (N, V ) = n
(n)
k (N, V )− n?k(N, V ).
Hledejme nejprve nejpravděpodobnější rozdělení n?. Jelikož jde o maximum, bude
variace δ ln Ω(n) = 0 (δ2 ln Ω(n) < 0), za současného splnění vazných podmínek (2.84)–
(2.87). Pro libovolnou změnu δn
δn =
∑
k,N,V
δn
(n)
k (N, V ),
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bude podmínka vázaného extrému určena pomocí neurčitých koeficientů α, ν, γ, β tak,
aby pro libovolné variace δN , δV , δN , δE určené podmínkami (2.84)–(2.87) platilo
δF = δΩ(n) + α δN + ν δV + γ δN + β δE,
δF =
∂F
∂n
δn = 0, pro libovolné δn ∈ R,
tudíž
∂F
∂n
= 0, neboli,
∂F
∂n
(n)
k (N, V )
= 0, pro všechna k,N, V,
(2.97)
a kde F je
F = ln Ω(n) + α
[
N −
∑
k,N,V
nk(N, V )
]
+ ν
[
Vt −
∑
k,N,V
nk(N, V )V
]
+
+ γ
[
Nt −
∑
k,N,V
nk(N, V )N
]
+ β
[
Et −
∑
k,N,V
nk(N, V )Ek(N, V )
]
.
(2.98)
Dosadíme-li (2.95) do (2.98) a provedeme-li derivace (2.97) F podle n(n)k (N, V ), vyjde
− lnn?k(N, V )− α− ν V − γ N − β Ek(N, V ) = 0, pro všechna k,N, V, (2.99)
kde první člen odpovídá derivaci ln Ω(n), z čehož
n?k(N, V ) = e
−α e−ν V e−γ N e−β Ek(N,V ) .
Jelikož ∑
k,N,V
n?k(N, V ) = N = e−α
∑
k,N,V
e−ν V e−γ N e−β Ek(N,V ),
a tedy
n?k(N, V ) = N
e−ν V e−γ N e−β Ek(N,V )∑
k,N,V
e−ν V e−γ N e−β Ek(N,V )
, (2.100)
odkud lze určit α.
Poněvadž je derivace ln Ω(n) ve stacionárním bodě n? nulová, jak požaduje podmínka
pro vázané maximum (2.97), v rozvoji (2.96) zůstanou pouze členy δn druhého a vyšších
řádů. Jak je patrné z (2.99), je
∂ ln Ω(n)
∂n
(n)
k (N, V )
= − lnn(n)k (N, V ),
a tedy (
∂ 2 ln Ω(n)
∂n
(n)
k (N, V )
2
)
n=n?
[δn(n)k (N, V )]
2 = −
(
δn
(n)
k (N, V )
n?k(N, V )
)2
n?k(N, V ).
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Odtud, dosazením do (2.96) vyjde
Ω(n) = Ω(n?) exp
[
−1
2
∑
k,N,V
(
δn
(n)
k (N, V )
n?k(N, V )
)2
n?k(N, V ) + . . .
]
. (2.101)
Z tohoto vyjádření je zřejmé, že Ω(n?) představuje maximum, tedy, δ2Ω(n) < 0. Podle
(2.100) je n?k(N, V ) přímo úměrné N , a totéž platí pro δn(n)k (N, V ). Podíl δn(n)k /n?k, jehož
druhá mocnina je v exponentu (2.101), zůstává tudíž konstantní i pro N →∞. Tedy,
lim
N→∞
Ω(n)
Ω(n?)
= exp
[
−1
2
∑
k,N,V
(
δn
(n)
k (N, V )
n?k(N, V )
)2
n?k(N, V ) + . . .
]
= 0,
pro
δn
(n)
k (N, V )
n?k(N, V )
6= 0.
(2.102)
Z (2.102) vyplývá, že je oprávněné pro N →∞ nahradit střední hodnotunk(N, V ) ve
vztahu (2.94) nejpravděpodobnější hodnotou n?k(N, V )
W (k;N, V ) =
nk(N, V )
N =
n?k(N, V )
N , pro N →∞. (2.103)
Zobecnění výsledku (2.100) na vícesložkový systém a různé externí proměnné je pří-
močaré, neboť vychází ze stejných předpokladů; je pouze zřejmé, že částice různých druhů
nejsou vzájemně zaměnitelné a tudíž je nutno uvažovat obecně různé distribuce pro každý
druh částic. Podle již přijaté symboliky x = {x1, x2, . . . , xρ}, N = {N1, N2, . . . , Nσ}.
pravděpodobnost, Provedeme měření na nějakém náhodně vybraném podsystému z N
podsystémů ve vzájemném kontaktu tepelném, materiálném a mechanickém, tvořících do-
hromady dokonale izolovaný systém. Pravděpodobnost, že toto měření poskytne vlastní
hodnotu Ek(N ,x), odpovídající stavu podsystému uk(N ,x), je dána
W(k;N ,x) =
n?k(N ,x)
N =
e−ν x e−γ N e−β Ek(N ,x)∑
k,N ,x
e−ν x e−γ N e−β Ek(N ,x)
= Pk(N ,x) = Pkk. (2.104)
Je zřejmé, že v obecném případě jiné než energetické reprezentace, bude ve vztahu
(2.104) namísto energie Ek(N ,x) vystupovat matice hamiltoniánu H; matice hustot bude
potom obsahovat i nediagonální prvky
P =
exp{−[νx + γN + βH]}
Tr exp{−[νx + γN + βH]} , (2.105)
neboli, pro vlastní funkce podsystému reprezentované nějakým orthonormálním systé-
mem {um(q)} lze formálně psát
Pnm =
∫
u∗m(q) exp{−[ν xˆ + γNˆ + βHˆ]}un(q) dq∑
n,N ,x
∫
u∗n(q) exp{−[ν xˆ + γNˆ + βHˆ]}un(q) dq
, (2.106)
kde x, N a H jsou reprezentovány samosdruženými operátory xˆ, Nˆ a Hˆ 19.
19 Naznačená reprezentace operátory je uvedena zcela formálně. Operátor počtu částic lze formulo-
vat v rámci „druhého kvantováníÿ pomocí kreačních a anhilačních operátorů, avšak nespecifikovaný xˆ
reprezentuje typicky makroskopický parametr.
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Npodsystémů v materiálním, tepelném a mechanickém kontaktu může vytvořit nový
soubor tak, že se každý z těchtoN podsystémů umístí v čase t0 do dokonalé izolace. Takto
vzniklý soubor bude pro t ≤ t0 popsán pomocíPk(N ,x) dané (2.104), neboť podsystémy
původního souboru vzájemně neinteragují, a tudíž umístění podsystémů do dokonalé
izolace neovlivní rozdělení, které tak zůstává stejné i v t ≤ t0. Soubor vytvořený popsaným
způsobem ze systému mikrokanonického souboru je tedy reprezentativním souborem, a
proto reprezentuje stav fyzikálního systému.
Speciální případy odvozené ze zobecněného souboru představují grandkanonický a
kanonický soubor. V grandkanonickém souboru mají všechny soubory stejné externí pro-
měnné x. Jelikož je x konstatní, z (2.104) plyne
e−ν x e−γ N e−β Ek(N)∑
k,N
e−ν x e−γ N e−β Ek(N ,x)
=
e−γ N e−β Ek(N)∑
k,N
e−γ N e−β Ek(N)
= Pk(N ) = Pkk. (2.107)
V kanonickém souboru mají všechny soubory stejné x a N . Tedy,
e−ν x e−γ N e−β Ek∑
k,N
e−ν x e−γ N e−β Ek(N ,x)
=
e−γ N e−β Ek∑
k
e−γ N e−β Ek
= Pk = Pkk. (2.108)
2.2 Termodynamika a SM
Zde budou uvedeny základní vztahy mezi SM a termodynamikou.
Shrňme nejzákladnější definiční vztahy termodynamických funkcí pro multikompo-
nentové systémy
U = Q +W, (2.109)
H = U +Xx, (2.110)
A = U − TS, (2.111)
G = H − TS. (2.112)
V těchto vztazích označuje U vnitřní energii, H enthalpii, A Helmholtzovu energii a
G Gibbsovu energii. T je termodynamická teplota a S entropie. Q představuje teplo sys-
tému dodané, W práci vykonanou vnějšími silami na systému, X představuje zobecněné
(konzervativní) síly, a x externí proměnné tak, že platí
dWi = −Xi dxi.
Speciálním případem je objemová práce, dW = −PdV . Konvence zde přijatá předpo-
kládá kladný přírůstek práce nebo jiné veličiny systému, pokud je do systému přidána,
tj. z hlediska systému.
Totální diferenciály lze pak napsat jako
dU = T dS −X dx+ µ dN , (2.113)
dH = T dS + x dX + µ dN , (2.114)
dA = −S dT −X dx+ µ dN , (2.115)
dG = −S dT + x dX + µ dN , (2.116)
kde N vyjadřuje počty částic.
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Veličina µi,
µi =
(
∂U
∂Ni
)
S,x,Nj
=
(
∂H
∂Ni
)
S,X,Nj
=
(
∂A
∂Ni
)
T,x,Nj
=
(
∂G
∂Ni
)
T,X,Nj
, (2.117)
se nazývá chemický potenciál.
V chemii je většinou obyklé vyjadřovat složení i-té složky pomocí látkového množství
ni = Ni/NA, kde NA je Avogadrova konstanta. Tvar všech výše uvedených vztahů se tímto
nijak nezmění.
2.2.1 Termodynamická interpretace výsledků SM
Vztahy odvozené pro Pkk obsahují konstanty, jež nebyly dosud dány do vztahu s makro-
skopickými veličinami. Přiřazení hodnot lze provést pro vybrané soubory postupem, který
se může v jednotlivých případech poněkud lišit (viz např. [49,50,239,240]); zde bude brán
zřetel na postup uvedený v [240].
Pro střední hodnotu veličiny F souboru v kvantové statistice platí vztahy (2.61),
(2.62), z nichž je zřejmé, že střední hodnotaF závisí pouze na diagonálních prvcích matice
hustot, která je ekvivalentem klasické distribuční funkce. Při popisu souboru klasické SM
(2.25), byla dále vyslovena hypotéza, dle níž je časová střední hodnotaFτ rovna
Fobs = Fτ = F.
ProF v energetické reprezentaci zřejmě platí
F = TrPF =
∑
k
PkkFkk =
∑
k
PkFkk. (2.118)
V následujících oddílech budou odvozeny vztahy pro jednotlivé soubory reprezentující
určité fyzikální soustavy. Je však třeba říci, že soubory jsou navzájem ekvivalentní, neboť
Pkk zůstává nezměněné pro jakýkoliv reprezentativní soubor popisující daný fyzikální
systém. Rozdíly ve formalismu jsou však podstatné pro adekvátní matematický popis.
Mikrokanonickým souborem se dále zabývat nebudeme, jeho popis byl již uveden, více
uvádí např. [240]. I když je možné získat vztahy pro termodynamické veličiny, získání Ω
je omezeno na speciální případy.
Zobecněný soubor
Podle (2.118) je jasné, že
E =
∑
k,N ,x
Pk(N ,x)Ek(N ,x), (2.119)
Označíme-li veličinu vnitřní energie U , potom
U ↔E.
Pk(N ,x) lze vyjádřit z (2.104) s použitím normalizační konstanty Υ
Pk(N ,x) =
e−ν x e−γ N e−β Ek(N ,x)
Υ
, kde (2.120)
Υ =
∑
k,N ,x
e−ν x e−γ N e−β Ek(N ,x) . (2.121)
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Diferenciál dE podle (2.119) bude
dE =
∑
k,N ,x
dPk(N ,x)Ek(N ,x). (2.122)
Ze vztahu (2.120) vyjádříme Ek(N ,x) a dosadíme do (2.122)
dE = −dPk(N ,x)
β
∑
k,N ,x
(νx+ γN + lnPk(N ,x) + Υ) ,
z čehož, po dosazení za
x =
∑
k,N ,x
Pk(N ,x)x, N =
∑
k,N ,x
Pk(N ,x)N ,
vyjde
dE = − 1
β
∑
k,N ,x
[dPk(N ,x) lnPk(N ,x)]− 1
β
γ dN − 1
β
ν dx =
= − 1
β
d
{∑
k,N ,x
[Pk(N ,x) lnPk(N ,x)]
}
− 1
β
γ dN − 1
β
ν dx,
(2.123)
neboť
− 1
β
∑
k,N ,x
(ln Υ + 1) dPk(N ,x) = 0.
Pro dU vícesložkové soustavy platí známý vztah z termodynamiky (2.113). Ježto
xi ↔xi, Ni ↔Ni,
porovnání (2.123) s (2.113) vede k
µi ↔ −γi
β
, Xi ↔ νi
β
, dS ↔ − 1
βT
d
{∑
k,N ,x
[Pk(N ,x) lnPk(N ,x)]
}
.
Diferenciál entropie systému je totálním diferenciálem, tudíž ve výrazu na pravé straně
pro dS předpokládáme, že
1
βT
= k, neboli β =
1
kT
,
kde k je konstanta, v tomto případě Boltzmannova. Je tedy možné psát
S ↔ −k
∑
k,N ,x
[Pk(N ,x) lnPk(N ,x)] + C, C = 0, (2.124)
kde C je konstanta. V termodynamice je možné obdržet pouze změny entropie, jakožto
extensivní proměnné, přičemž se konstanta C definitoricky pokládá rovna 0.
Výsledný vztah pro Pk(N ,x) je tedy možno zapsat ve tvaru
Pk(N ,x) =
e−X x/kT eµN/kT e−Ek(N ,x)/kT
Υ
, (2.125)
kde Υ =
∑
k,N ,x
e−X x/kT eµN/kT e−Ek(N ,x)/kT . (2.126)
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Dosazením (2.125) do (2.124), vyjde
kT ln Υ = TS −Xx+ µN −E = 0. (2.127)
Odtud diferencováním vyjde po dosazení za dU z (2.113)
d(kT ln Υ) = S dT −xdX +Ndµ = 0. (2.128)
Vzájemný vztah mezi intenzivními proměnnými T , X, µ v termodynamické limitě lze
tedy vyjádřit jako
f(T,X,µ) = 0.
Jestliže f(T,X,µ)→ 0, potom kT ln Υ→ 0.
Vztahů (2.127), případně (2.128) lze využít pro formální vyjádření termodynamických
veličin. Je zřejmé, že
lim
f→0
kT
(
∂ ln Υ
∂T
)
µ,X
= S,
lim
f→0
kT
(
∂ ln Υ
∂Xi
)
T,µ,Xj 6=i
= −xi,
lim
f→0
kT
(
∂ ln Υ
∂µi
)
T,X,µj 6=i
= Ni.
Další charakteristiky zobecněného souboru lze najít v [240].
Grandkanonický soubor
Systémy tohoto souboru, reprezentující otevřený izotermický systém, mají stejné externí
proměnné x. Z tohoto důvodu již nepředstavuje x množinu nezávislých proměnných,
nýbrž nastavitelný parametr charakteristický pro celý soubor.
Při interpretaci konstant γ, β a stanovení termodynamických souvislostí, však nelze
vyjít přímo z rovnic pro zobecněný soubor jako je (2.123), pro dx = 0, neboť by tak
vypadl člen obsahující zobecněnou sílu X.
Je možno ukázat (viz např. [239]), že v QM platí analogie Ehrenfestova adiabatického
principu. Platí: pravděpodobnost, že systém se bude nacházet ve vlastním stavu un,
Hˆun = Enun, se nemění s časem, pokud proběhne změna externího parametru systému
rychlostí limitně se blížící nule.
Nechť je systém α dokonale izolovaný od ostatních systémů souboru. Úplný orthonor-
mální systém {uk(q;x)} (viz též. pozn. 18) nechť reprezentuje vlastní funkce Hˆ. Je jasné,
že v takovém případě
E
(α)
=
∑
k
|a(α)k (t)|2Ek(N ;x). (2.129)
Práce vykonaná vnější zobecněnou silou X(α)i na systém bude
dW (α)i = −X(α)i dxi. (2.130)
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Adiabatická změna (tj. vratná) dW (α) bude rovna změně dE
(α)20 při konstantní |a(α)k |2.
Tudíž
dE
(α)
=
∑
k
|a(α)k |2
∂Ek(N ;x)
∂xi
dxi = dW
(α) = −X(α)i dxi.
Z čehož, vystředíme-li tuto rovnici přes soubor (Pˆkk =a∗kak), je zřejmé, že
Xi = −
∑
k,N
Pk(N ;x)
∂Ek(N ;x)
∂xi
, (2.131)
kde x představuje parametr.
Dále evidentně
Xi ↔Xi.
Pro Pk(N ;x) platí (2.107),
Pk(N ;x) =
e−γ N e−β Ek(N ;x)
Ξ
, (2.132)
kde Ξ =
∑
k,N
e−γ N e−β Ek(N ;x). (2.133)
Celková změna dEk(N ;x) vzhledem k x je
dEk(N ;x) =
∑
i
∂Ek(N ;x)
∂xi
dxi,
a tedy podle (2.131) pro práci dW vykonanou okolím na systém reprezentovaný celým
souborem platí
dW = −X dx =
∑
k,N
Pk(N ;x) dEk(N ;x). (2.134)
Střední hodnotaE(γ, β,x) souboru je zřejmě
E(γ, β,x) =
∑
k,N
Pk(N ;x) dEk(N ;x),
přičemž
U ↔E.
Diferenciál dE je tedy
dE =
∑
k,N
Pk(N ;x) dEk(N ;x) +
∑
k,N
Ek(N ;x) dPk(N ;x),
odkud po dosazení z (2.134) a (2.132), analogickým postupem jako při odvození (2.123)
a za předpokladu, že
Ni(γ, β,x) =
∑
k,N
Pk(N ;x)Ni,
20Síly jsou konzervativní. Záleží na konvenci, zda dW bude rovna dE nebo −dE. Jelikož je práce
vykonána okolím na systému, je tudíž z hlediska systému kladná, a tedy změna energie je kladná. V [240]
je však přijatá konvence opačná.
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vyjde
dE = −X dx− 1
β
∑
k,N
[γN + lnPk(N ;x) + ln Ξ] dPk(N ;x) =
= −X dx− 1
β
γ dN − 1
β
d
{∑
k,N ,x
[Pk(N ;x) lnPk(N ;x)]
}
.
(2.135)
Porovnáním (2.135) s (2.113) bude na základě stejných argumentů jako v případě
zobecněného souboru platit
Ni ↔Ni, µi ↔ −γi
β
,
1
kT
↔ β, S(γ, β,x)↔ −k
∑
k,N
Pk(N ;x) lnPk(N ;x).
Vztahy (2.132), (2.133) je potom možno vyjádřit
Pk(N ;x) =
e−µN/kT e−Ek(N ;x)/kT
Ξ
, (2.136)
Ξ(T,µ,x) =
∑
k,N
eµN/kT e−β Ek(N ;x)/kT =
∑
N
Q(N ,x, T ) eµN/kT , (2.137)
kde Q(N ,x, T ) je definována dále pro kanonický soubor.
Dosadíme-li za Pk(N ;x) z (2.136) do vztahu pro S a porovnáme-li výsledný vztah
proE s vyjádřením pro U , bude
kT ln Ξ = TS + µN −E = Xx, (2.138)
diferencováním a dosazením z 2.113 vyjde
d(kT ln Ξ) = S dT +X dx+Ndµ = d(Xx). (2.139)
Z rovnic (2.138), (2.139), resp. (2.137), lze získat hodnoty termodynamických funkcí
diferencováním, přímo z vyjádření totálního diferenciálu, resp. derivováním. Lze tedy
ihned psát
S(T,µ,x) = k ln Ξ + kT
(
∂ ln Ξ
∂T
)
µ,x
, (2.140)
Xi(T,µ,x) = kT
(
∂ ln Ξ
∂xi
)
T,µ,xj
, (2.141)
Ni(T,µ,x) = kT
(
∂ ln Ξ
∂µi
)
T,µj ,x
. (2.142)
Grandkanonický soubor reprezentuje systém v materiální a tepelné rovnováze s okolím
(tj. otevřený soubor) popsaný zadanými hodnotami T , µ, x; hodnoty x jsou zadány stejně
pro všechny systémy
S = {T,µ,x}, δx = 0.
Tím je též dáno široké uplatnění tohoto souboru pro popis fyzikálních problémů (viz
např. [49, 50,239–241]).
V dalším se omezíme pouze na charakteristiku kanonického souboru; soubor pro
isobaricko-isotermický systém a podrobnější rozbor zobecněného souboru podává [240].
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Kanonický soubor
Uzavřený systém v tepelné rovnováze s okolím pro zadané x, N je reprezentován ka-
nonickým souborem. V tomto případě lze považovat x, N za parametry, stejně jako x
u grandkanonického souboru.
Stejně jako v případě grandkanonického souboru platí (2.129), pro střední energii
systému a (2.130) pro práci vykonanou zobecněnou silou. Shodným postupem obdržíme
střední hodnotuXi jako (2.131), avšak pro parametry x, N 21; tedy
Xi = −
∑
k,N
Pk(;N ,x)
∂Ek(;N ,x)
∂xi
,
přičemž
Xi ↔Xi.
Pro kanonický soubor platí (2.108), neboli
Pk(;N ,x) =
e−β Ek(;N ,x)
Q
, (2.143)
kde Q =
∑
k
e−β Ek(;N ,x) . (2.144)
Dále
U ↔E,
kde
E(β,N ,x) =
∑
k
Pk(;N ,x)Ek(;N ,x).
Další postup je shodný jako v případě grandkanonického souboru.
dE =
∑
k
Pk(;N ,x) dEk(;N ,x) +
∑
k
Ek(;N ,x) dPk(;N ,x),
odkud po dosazení za dE (viz (2.134)) a Ek(;N ,x) z (2.143) vyjde
dE = −X dx− 1
β
∑
k,N
[lnPk(;N ,x) + lnQ] dPk(;N ,x) =
= −X dx− 1
β
d
{∑
k,N ,x
Pk(N ;x) lnPk(N ;x)
}
.
(2.145)
Odtud, porovnáním (2.145) s (2.113) bude
1
kT
↔ β, S(β,N ,x)↔ −k
∑
k
Pk(;N ,x) lnPk(;N ,x).
Vztahy (2.143), (2.144) je tedy možno vyjádřit
Pk(;N ,x) =
e−Ek(;N ,x)/kT
Q
, (2.146)
Q(T,N ,x) =
∑
k
e−Ek(;N ,x)/kT . (2.147)
21 Ve shodě s [240] tuto skutečnost vyjádříme v zápisu funkcí prázdým argumentem pro proměnné a
argumenty parametrů oddělenými středníkem (;x,N).
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Dosazením (2.147) do vztahu pro S(β,N ,x) vyjde
kT lnQ = TS −E = −A, (2.148)
tudíž diferenciál po dosazení z (2.113) bude
d(kT lnQ) = S dT +X dx− µ dN = −dA. (2.149)
µi je definováno pomocí
µi =
(
∂A
∂Ni
)
T,x,µj
.
Veličina A je Helmholtzova energie.
Ze vztahů (2.148), (2.149), popř. (2.147) je možno obdržet termodynamické veličiny.
Z totálního diferenciálu (2.149) ihned plyne
S(T,µ,x) = k lnQ+ kT
(
∂ lnQ
∂T
)
x,N
, (2.150)
Xi(T,x,N ) = kT
(
∂ lnQ
∂xi
)
T,xj ,N
, (2.151)
µi(T,x,µ) = −kT
(
∂ lnQ
∂Ni
)
T,x,Nj
. (2.152)
Kanonický soubor reprezentuje uzavřený systém v tepelné rovnováze s okolím, hod-
noty x, N jsou stejné pro všechny systémy
S = {T,x,N}, δx, δN = 0.
Kanonický soubor představuje nejrozšířenější soubor pro popis fyzikálních systémů.
2.2.2 Kvantová a klasická SM. Partiční funkce.
Vztah (2.105), příp. (2.106) určuje Pnm v obecném případě reprezentace. Těchto vztahů
je možno využít k definování statistických operátorů pro jednotlivé případy souborů pů-
vodně odvozených v energetické reprezentaci. Je možné definovat operátor Pˆ pro nějaký
orthonormální systém {uk(q)}, např. vztahem
Pnm =
∫
u∗m(q) Pˆun(q) dq, (2.153)
jehož tvar pro zobecněný soubor je zřejmý z (2.106); pro tento a ostatní soubory vyplývá
z (2.125), (2.136), (2.146).
Pomocí transformačních relací (2.63) je možné vyjádřit předchozí vztah v q-reprezentaci
s transformačními koeficienty (2.66) stejně jako ve vztahu (2.67). Předposlední výraz
z (2.67) lze přepsat
P′sr =
∑
mn
un(q)Pnm u∗m(q
′) = P(q, q′),
přičemž, je-li operátor Pˆ definován tak, aby
Pˆun(q) =
∑
m
Pnmum(q),
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bude P(q, q′) rovno (viz např. [241])
P(q, q′) =
∑
n
u∗n(q
′) Pˆun(q) = P′rs. (2.154)
Diagonální prvky (2.153), resp. (2.154) vyjadřují odpovídající pravděpodobnosti; prav-
děpodobnost, že měření provedené na systému určí, že systém se nalézá ve stavu n, resp.
že se systém nalézá v elementu konfiguračního prostoru určeného rádiusvektorem q 22.
V případě zobecněného souboru tedy podle (2.125) bude
Pˆ = Pˆk(N ,x) =
e−X xˆ/kT eµ Nˆ/kT e−Hˆ(N ,x)/kT
Υ
,
pro Pnm je vyjádření zřejmé z (2.106), zatímco pro P(q, q′) podle (2.154)
P(q, q′) =
∑
n
u∗n(q
′)
e−X xˆ/kT eµ Nˆ/kT e−Hˆ(N ,x)/kT
Υ
un(q), (2.155)
kde
Υ =
∑
n,N ,x
∫
u∗n(q) e
−X xˆ/kT eµ Nˆ/kT e−Hˆ(N ,x)/kT un(q) dq, (2.156)
neboť ∫
P(q, q) dq = 1.
Vztah (2.156) je stejný jako v případě obecné reprezentace pro Pˆnm. Pro normalizační
konstantu Υ matice hustot zobecněného souboru, ale i pro jakoukoliv jinou matici hustot
libovolného reprezentativního souboru, musí vždy platit, že normalizační konstanta Π
Π =
∑
n
∫
u∗n(q) Pˆun(q) dq, (2.157)
nezávisí na reprezentaci. To je důsledek skutečnosti, která již byla uvedena dříve, totiž,
že stopa matice hustot
TrP = 1
je invariantní vzhledem k transformaci báze. Normalizační konstanta Π se obyčejně na-
zývá partiční funkce (někdy též stavová suma Zustandsumme, případně, v klasické me-
chanice fázový integrál).
V energetické reprezentaci přejde (2.155) na
P(q, q) =
∑
n
|un(q)|2 e
−X x/kT eµN/kT e−En(N ,x)/kT
Υ
.
V případě všech ostatních souborů jsou všechny vztahy zcela analogické.
Pro střední hodnotu veličinyF lze s využitím statistického operátoru podle (2.62) psát
F = TrPF =
∑
n
∫
u∗n(q) PˆFˆun(q) dq,
což musí být opět nezávislé na reprezentaci.
Redukované matice hustot byly již definovány dříve (2.68), (2.69). Samozřejmě, že i
potom lze formálně využít statistického operátoru (dále viz např. [45–47]).
22Přesněji hustota pravděpodobnosti. Ve vztazích (2.154) a dalších s P(q, q′) by bylo na místě označení
operátoru Pˆ(q, q′). Nebudeme na to však brát zřetel vzhledem k již zavedenému operátoru Pˆ.
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Klasická limita
Až dosud jsme předpokládali, že orthonormální systém vlastních funkcí {un(q)} je úplný
pro nějaký operátor Fˆ, přičemž v konkrétních situacích byly výsledky formulovány v ener-
getické reprezentaci, kde jsou výsledky uvedeny a zobecněny. Ve výše uvedených vztazích
se vždy, s výjimkou redukovaných matic hustot, jedná o stav systému, aniž by byly blíže
specifikovány funkce u(q). Podstatnou otázkou tedy je, jak určit stav systému skládají-
cího se nějakého počtu částic N , který je řekněmě řádu 1023. Úplná specifikace stavu
systému v QM je prakticky nemožná, ale je možné, alespoň pricipiálně, určit alespoň sy-
metrii mnohačásticové funkce popisující systém. Odtud je dále možné určit obecný tvar
mnohačásticové funkce systému na základě jednočásticových funkcí.
Z obecných charakteristik musí být rovněž možné navrhnout popis systému tak, aby
byl prakticky řešitelný i pro systémy obsahující atomy a molekuly, což znamená najít
nějakou aproximaci pro obecné teoretické vztahy. Této aproximace je dosaženo v klasické
limitě, kdy je specifikován přechod mezi kvantovým a klasickým popisem. Z hlediska
teplot je podstatná limita T →∞.
V klasické mechanice je hamiltonián systému dán souřadnicemi q, p a namísto dis-
krétních hladin jsou hodnoty spojité. Je tedy nutno hledat vyjádření, v němž je sumace
nahrazena integrací přes konfigurační a impulsový prostor.
Nejprve uveďme speciální případ funkce reprezentující kontinuum energií. Nechť pro
nějakou částici je stacionární stav k popsán
ψk(r, t) = uk(r) e
−iEt/~ .
Odtud plyne pro Vˆ = 0 po dosazení do Schrödingerovy rovnice, kde Hˆ = Tˆ + Vˆ, že(
∇2 + 2mE
~2
)
u(r) = 0,
což lze přepsat jako
(∇2 + k2)u(r) = 0,
kde
k2 =
2mE
~2
.
Řešení této rovnice je zřejmě
uk(r) = u(k; r) = A e
ikr
a představuje rovinnou vlnu, určenou vlnovým vektorem k, kolmým na čelo vlny, přičemž
vlastní hodnoty Hˆ,
~2k2
2m
,
tvoří spojité spektrum, tj. kontinuum energií. Normalizace této jednočásticové funkce
není možná přímo, neboť ∫
u∗kuk dr →∞.
Je však možná definitoricky vzhledem k vlastním hodnotám částice v pravoúhlé potenci-
álové jámě (krabici), k níž má vztah
kx =
2pi
L
nx, ky =
2pi
L
ny, kz =
2pi
L
nz, , nx, ny, nz = 0, 1, 2, . . . ,
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kde ni reprezentuje kvantové číslo, pro A = L−3/2, přičemž L → ∞. Druhá možnost
spočívá v reprezentaci Diracovy δ-funkce jako
δ(k′ − k) = 1
(2pi)3
∫
ei(k
′−k)r dr,
odkud ∫
u∗(k; r)u(k′, r) dr = |A|2
∫
ei(k
′−k)r dr, = |A|2(2pi)3δ(k′ − k) = 1.
A tedy,
u(k; r) =
eikr
(2pi)3/2
.
V případě N částic budou vektory r i k samozřejmě 3N -rozměrné (pro odlišení pou-
žito označení rN , kN). Pro neinteragující částice je celková N -částicová funkce prostým
součinem jednočásticových funkcí
ψ(k; r) =
N∏
k=1
u(k; r).
Zobecnění jednočásticové funkce u(k, r) je tedy23
ψ(kN , rN) =
eik
NrN
(2pi)3N/2
, (2.158)
kde
kNrN =
N∑
k=1
kkrk.
Pro správné vyjádření symetrie celkové N -částicové funkce je však nutno uvažovat
různé permutace částic, vzhledem k nimž je tato funkce symetrická nebo antisymetrická.
To vyjadřuje permutace souřadnic jednotlivých částic ri mezi složkamiN -částicové funkce
(či mezi funkcemi uk(ri)) pro danou množinou vlastních hodnot (eventuelně kvantových
čísel, zde kk). Jelikož je funkce (2.158) symetrická vzhledem k k a r, vede permutace
souřadnic Pkk a Prr k témuž výsledku
ψ(kN , Prr
N) = Prψ(k
N , rN) = ψ(Pkk
N , rN) = Pkψ(k
N , rN).
Celková N -částicová funkce systému Ψ(qN , t), která zahrnuje i symetrii, může být
zapsána ve formě rozvoje úplného orthonormálního systému {ψk(rN)}, kde funkce ψk(rN)
je dána (2.158), a je vlastní funkcí operátoru hybností pˆ = ~/i∇. Jelikož p = ~k,
ψp(r) =
exp i~pr
(2pi~)3/2
.
Lze tedy psát (sumaci nahradíme integrálem)
Ψ(qN , t) =
∑
Pr
∫ ∞
−∞
a(t,kN , Prr
N)ψ(kN , Prr
N) dkN ,
23 Dále netrváme na tom, aby pro nějakou N -částicovou funkci popisující stav systému bylo nutně
Vˆ = 0.
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kde sumace probíhá přes všechny permutace Pr souřadnic r 24. Je jasné, jak bylo uvedeno
výše, že je možné tuto funkci přepsat i pro permutace Pkk
N jednotlivých částic. Dále
budeme uvažovat pouze bezčasovou funkci ϕ(kN , rN), neboť
Ψ(kN , rN , t) = ϕ(kN , rN) e−iEt .
Funkce ψ(kN , rN) daná (2.158) je buď symetrická, nebo antisymetrická vzhledem
k libovolné permutaci Pr, Pk. Pro Pr a antisymetrickou funkci bude
Prψk(r
N) = (−)|Pr|ψk(rN),
kde sudá permutace je (−)|Pr| = +1, lichá permutace (−)|Pr| = −1.
Uvažujme nyní obecně nějakou funkci souřadnic r, φ(rN). Symetrická je tato funkce
vždy pro částice s Einstein-Boseho statistikou, antisymetrická je pro částice s Fermi-
Diracovou statistikou. Lze formálně psát
(±)|Pr| Pr φ(rN) = φ(rN),
v níž v závorce na levé straně rovnice + platí pro Einstein-Boseho statistiku, − pro Fermi-
Diracovu statistiku. Provedeme-li součet přes všechny permutace, jichž je pro N částic
N !, potom zřejmě ∑
Pr
(±)|Pr| Pr φ(rN) = N !φ(rN).
A tedy,
φ(rN) =
1
N !
∑
Pr
(±)|Pr| Pr φ(rN). (2.160)
N -částicová funkce zahrnující symetrii ϕ(kN , rN) bude tedy vyjádřena jako lineární
kombinace ψ(kN , rN) přes všechny permutace Pr nebo Pk. Jsou-li funkce ψ(k
N , rN)
orthonormální, normalizace vede k
ϕ(kN , rN) =
1√
N !
∑
P`
(±)|P`| P` ψ(kN , rN), P` = Pr, Pk, (2.161)
kde ψ(kN , rN) je dána (2.158) 25.
Funkci ϕ(kN , rN) je nyní možno použít pro reprezentaci stavu systému.
24 Tato rovnice představuje speciální případ obecného rozvoje, kdy stav systému Ψ(ξ, t) je popsán
ÚMP, determinovaných množinou kompatibilních veličin {σm} tak, že orthonormální systém {φσi(ξk)}
jednočásticové funkce o souřadnicích ξk odpovídající určitým vlastním hodnotám (kvantovým číslům)
{σi} je úplný. Potom
Ψ(ξ, t) =
∑
{σm}
C({σm}, t)φσ1(ξ1)φσ2(ξ2) · · ·φσi(ξi) · · ·φσN (ξN ). (2.159)
25 Budeme-li uvažovat ψ(kN , rN ) jako funkci r, bude v reprezentaci k funkce φ(k) (index N dále
vypouštíme) dána jako Fourierův obraz (2.29). Provedeme-li integraci podle (2.29),
φ(k) =
1
(2pi)3N/2
∫
ψ(r) e−ikr = δ(k′ − k).
Fourierův integrál z φ(k) podle (2.30), dá opět identickou funkci ψ(r).
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Uvažujme nějaký úplný orthonormální systém {φm(rN)} popisující stav systému. In-
tegrál z funkce φ′(kN) je roven podle (2.160)∫
φ′(kN) drN =
1
N !
∫ ∑
Pk
(±)|Pk| Pk φ′(kN) dkN . (2.162)
Funkci φm(rN) je možno rozvinout ve smyslu zobecněného Fourierova integrálu násle-
dovně
φm(r
N) =
1
N !
∫
am(k
N)ϕ(kN , rN) dkN , (2.163)
am(k
N) =
∫
φm(r
N)ϕ∗(kN , rN) drN = (2.164)
=
1√
N !
∑
Pk
(±)|Pk| Pk
∫
φm(r
N)ψ(kN , rN) drN . (2.165)
V rovnici (2.163) se vyskytuje faktor 1/N !, neboť, podle (2.162) je po dosazení (2.165)
do (2.163) výsledný integrál násoben N !.
Tento výsledek je důležitý pro učení matice hustot, resp. partiční funkce. Pro jedno-
duchost předpokládejme kanonický soubor, čímž se zjednodušší formalismus aniž by se
ohrozila platnost výsledků.
Poněvadž se v dalších krocích omezíme na translační stupně volnosti, jimž odpovídají
výše uvedené jednoduché vztahy pro ϕ(kN , rN), je prvním předpokladem, že je možno,
alespoň v prvním přiblížení, separovat souřadnice hmotného středu molekuly od ostatních
stupňů volnosti. Přesto je však možno získané výsledky zobecnit i na vnitřní stupně
volnosti molekuly, které reprezentují pohyby jader.
Partiční funkce kanonického souboru je podle (2.147) a (2.157)
Q =
∑
m
∫
φ∗m(r
N) e−βHˆ φm(rN) drN . (2.166)
Dosazením (2.163) do (2.166), přičemž
Hˆ = Tˆ + Vˆ(rN), Tˆ = − ~
2
2m
∇2,
a dosazením za am(k
N) z (2.164)
Q =
1
N !
∑
m
∫
rN
∫
kN
φ∗m(r
N) am(k
N) e−βHˆ ϕ(kN , rN) dkN drN
=
1
N !
∫
rN
∫
kN
∫
rN ′
[∑
m
φ∗m(r
N)φm(r
N ′)
]
ϕ∗(kN , rN
′
) e−βHˆ ϕ(kN , rN) dkN drN drN
′
=
1
N !
∫
rN
∫
kN
ϕ∗(kN , rN) e−βHˆ ϕ(kN , rN) dkN drN .
(2.167)
Poslední rovnice26 vychází z faktu, že pro úplný orthonormální systém platí∑
m
φ∗m(r
N)φm(r
N ′) = δ(rN − rN ′),
26 Toto, na první pohled poněkud překvapivé vyjádření, lze obdržet ihned dosazením ϕ∗(kN , rN ) do
vztahu (2.166) pro Q na základě úvahy, že jde o výraz odpovídající permutaci N identických částic.
Sumace je zde samozřejmě nahrazena integrací přes k.
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pročež ∫
rN ′
δ(rN − rN ′)ϕ∗(kN , rN ′) drN ′ = ϕ∗(kN , rN).
Dosazením za ϕ(kN , rN) z (2.161) a (2.158) do (2.167), vyjde
Q =
1
(N !)2(2pi)3N
∑
P ′k
∑
P ′′k
(±)|P ′k|+|P ′′k |
∫
rN
∫
kN
(P ′′k e
−ikNrN ) e−βHˆ(P ′k e
ikNrN ) dkN drN =
=
1
N ! (2pi)3N
∑
Pk
(±)|Pk|
∫
rN
∫
kN
(Pk e
−ikNrN ) e−βHˆ eik
NrN dkN drN ,
(2.168)
neboť permutace Pk je dána jako
Pk = (P
′
k)
−1P ′′k ,
|Pk| = |(Pk)−1|+ |P ′′k | = |P ′k|+ |P ′′k |,
a pro sumaci přes Pk platí ∑
P ′k
∑
P ′′k
= N !
∑
Pk
.
Nyní je otázkou, jakým způsobem je možné vyjádřit (2.168), aby bylo možno jako li-
mitní případ získat klasický fázový integrál. K řešení této otázky existuje několik přístupů,
mezi něž patří přímé vyčíslení partiční funkce postupnými aproximacemi, řešení Blochovy
rovnice řadami (viz dále), případně pomocí QM analogie Liouvilleovy rovnice pro Wigne-
rovu funkci (Fourierův obraz matice hustot). Výsledné řešení (kvasiklasická aproximace)
spočívá na mocninném rozvoji v závislosti na ~, případně v závislosti na V(rN) (více
o tom, viz např. [92, 243] a odkazy tamtéž). Původní metoda vychází z [89–91], která je
rovněž diskutována v [50,240].
Definujme
e−βHˆ eik
NrN = e−βH(k
N ,rN ) eik
NrN w(kN , rN , β) = F (kN , rN , β). (2.169)
Vyčísleme nejprve integrální výraz v (2.168) pro identickou permutaci Pk. Dosazením
z (2.169) do integrandu v (2.168) vyjde
e−ik
NrN e−βHˆ eik
NrN = e−βH(k
N ,rN ) w(kN , rN , β). (2.170)
Funkce w(kN , rN , β) reprezentuje kvantovou korekci ke klasickému fázovému integrálu.
Postup pro nalezení w(kN , rN , β) vychází z řešení Blochovy diferenciální rovnice, jíž
obdržíme derivací (2.169) podle β
∂F
∂β
=
∂
∂β
(
1− βHˆ + 1
2!
β2Hˆ2 − . . .
)
eik
NrN = −HˆF, (2.171)
s okrajovou podmínkou
F (β = 0) = eik
NrN . (2.172)
Vyjádříme-li F podle definice (2.169) jako
F (kN , rN , β) = e−βH(k
N ,rN ) eik
NrN w(kN , rN , β)
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a dosadíme-li do Blochovy rovnice (2.171),(
e−βH
∂w
∂β
− H e−βHw
)
eik
NrN = −Hˆ e−βH(kN ,rN ) eikNrN w(kN , rN , β), (2.173)
kde
Hˆ = − ~
2
2m
∇2 + V(rN),
bude pravá strana (2.173)
− Hˆ e−βH eikNrN w = −V e−βH eikNrN w +
+
~2
2m
(
e−βH eik
NrN ∇2w + e−βHw∇2 eikNrN + eikNrN w∇2 e−βH +
+ 2 e−βH∇ eikNrN ·∇w + 2∇ e−βH · eikNrN ∇w + 2∇ e−βH ·∇ eikNrN w
)
.
(2.174)
Pro derivace podle rN platí
∇ e−βH = e−βT(pN )∇ e−βV(r) = −β e−βH ∇V, (2.175)
kde pro konzervativní systémy
∇H(pN , qN) = −
N∑
k=1
p˙k = ∇V.
Dále
∇2 e−βH = −β∇(e−βH ∇V) = β2 e−βH(∇V)2 − β e−βH ∇2V, (2.176)
∇ eikNrN = i
~
pN eik
NrN , (2.177)
∇2 eikNrN = −2m
~2
T eik
NrN . (2.178)
Pomocí vztahů (2.175)–(2.178) vyjádříme (2.174) a dosadíme do (2.173), čímž dostáváme
∂w
∂β
=
~2
2m
[∇2w + β2w(∇V)2 − βw∇2V − 2β∇w · ∇V] +
+
i~
m
(pN∇w − pNβw∇V) ≡M(β),
(2.179)
pro okrajovou podmínku z (2.172) plyne
w(β = 0) = 1. (2.180)
Otázkou nyní je, jak získat funkci w. V kvaziklasickém přiblížení se běžně používá me-
toda WKB (Weitzel-Kramers-Brillouin), kdy se funkce vyjádří v mocninách ~. V klasické
limitě ~→ 0, a tedy
lim
~→0
w(kN , rN , β) = 1.
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Nechť
w(pN , rN , β) =
∞∑
`=1
~`w`(pN , rN , β). (2.181)
Řešení rovnice (2.179) je možno formálně vyjádřit jako integrál
w = 1 +
∫ β
0
M(t) dt,
kde 1 vyjadřuje okrajovou podmínku (2.180). Za w dosadíme rozvoj (2.181), za M pra-
vou stranu (2.179) a porovnáme koeficienty odpovídajících mocnin ~ postupných aproxi-
mací27.
w0 = 1, (2.182)
w1 =
∫ β
0
i
m
[
pN∇w0(t)− pN tw0(t)∇V
]
dt = − ip
N
2m
β2∇V, (2.183)
w2 =
∫ β
0
1
2m
[∇2w0(t) + t2w0(t)(∇V)2 − tw0(t)∇2V − 2t∇w0(t)∇V] dt +
+
∫ β
0
i
m
[
pN∇w1(t)− pN tw1(t)∇V
]
dt =
=
1
2m
{
−β
2
2
∇2V + β
3
3
[
(∇V)2 + 1
m
(pN∇)2V
]
− β
4
4m
(pN∇V)2
}
. (2.184)
. . .
Toto řešení nyní dosaďme do vztahu (2.168) pro Q. Přitom z obecného vztahu zahr-
nující součet přes všechny permutace Pk osamostaníme člen s identickou permutací od
součtu ostatních členů N !− 1 permutací. Tedy
Q =
1
N ! (2pi~)3N
∫
rN
∫
kN
e−βH(p
N ,rN )(1 + ~w1 + ~2w2 + . . . ) dpN drN + (2.185)
+
1
N ! (2pi)3N
∑
Pk 6=I
(±)|Pk|
∫
rN
∫
kN
(Pk e
−ikNrN ) eik
NrN e−βH(k
N ,rN )×
× (1 + ~w1 + ~2w2 + . . . ) dkN drN . (2.186)
První člen v součtu (2.185) představuje (pro Pk = I) partiční funkci pro systém
částic vyhovující Boltzmannově statistice. Zbytek členů (2.186) představuje příspěvěk
pro systém bosonů (+), resp. fermionů (−).
Klasický fázový integrál obdržíme z (2.185) pro w1 → 0. Speciálně, pro V = 0, přejde
fázový integrál na
Q =
1
N !h3N
∫
e−T(p
N )/kT dpN =
Λ−3N
N !
, T (pN) =
(pN)2
2m
,
kde
Λ =
h√
2pimkT
, (2.187)
představuje tzv. tepelnou de Broglieovu vlnovou délku, odpovídající vlnové délce částice
o energii kT .
27 Do rovnic dané mocniny ` tedy dosazujeme postupně ~0w0, až ~`−1w`−1 tak, aby mocniny ~ na
pravé straně byly rovny `.
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Klasická partiční funkce
Λ může tedy sloužit pro vyjádření velikosti (difrakčních) kvantových efektů. V klasické
limitě bude Λ → 0. Podle (2.183) zhruba w1 ∼ Λ2, tudíž pro soubor Boltzmanových
částic bude podle (2.185)
Q =
1
N !h3N
∫
e−H(p
N ,rN )/kT dpN drN +O(Λ2). (2.188)
Fázový prostor příslušející nějakému kvantovému stavu podle (2.188) bude mít ob-
jem h3N , což vyjadřuje relaci neurčitosti mezi nekompatibilními veličinami p, r. Fázový
element ∆pN ∆rN tohoto stavu pro N nerozlišitelných částic může být tedy realizován
N ! způsoby (tj. N ! různých bodů γ-prostoru reprezentuje permutaci částic mezi N rá-
diusvektory µ-prostoru; viz oddíl 2.1.1) Je-li i nějaká permutace N částic, bude stav k
zaujímat objemový element
(∆pN ∆rN)k = N !(∆p
N ∆rN)i = N !h
3N ,
odkud
Q =
∑
k
e−Hk/kT
(∆pN ∆rN)k
N !h3N
=
∑
k
e−Hk/kT .
Předpokládejme, že pro Ni částic druhu i má každá mi stupňů volnosti. Pokud jsou
tyto stupně volnosti nezávislé, lze hamiltonián soustavy H separovat na součet
H =
∑
i
Hi,
tak, že pro fázový element ∆Γ2fpq platí
∆Γ2fpq =
ρ∏
i=1
Ni!h
miNi . (2.189)
Tento výsledek je potom možno dosadit do (2.188).
Pokud je možné separovat stupně volnosti, které lze popsat klasicky od stupňů volnosti
popsaných kvantově, potom zřejmě
H = Hcl + Hq,
a tedy
Q = QclQq. (2.190)
Kvantová partiční funkce a konfigurační integrál
Vraťme se ke vztahu (2.186). Permutace Pk vede k novým výsledkům. Nejjednodušší
permutace, při níž dojde k záměně k1 a k2, vede podle (2.186) k následujícímu příspěvku
k partiční funkci
1
N !h3N
(±)
∫
rN
∫
kN
exp
[
i
~
p1(r1 − r2)
]
exp
[
i
~
p2(r2 − r1)
]
e−βH(p
N ,rN )
×(1 + ~w1 + ~2w2 + . . . ) dp2 dp1 dpN−2 drN ,
(2.191)
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tak, že pro V = 028 lze vyjádřit integraci přes p1, p2 jako∫
exp
[
−β p
2
1
2m
− i
~
p1(r1 − r2)
]
dp1
∫
exp
[
−β p
2
2
2m
− i
~
p2(r2 − r1)
]
dp2.
Integrál v těchto výrazech lze snadno vypočíst (viz např. [47,237]), pokud se výraz v ex-
ponentu doplní na úplný čtverec, tak že exponent pro p1 bude
− β
2m
[
p1 +
im(r1 − r2)
β~
]2
− m
2β~2
(r1 − r2)2.
Odtud substitucí, kdy první člen vyjádříme jako t2, vyjde integrací přes dt pro jednu ze
složek, např. x √
2mpi
β
exp
[
− m
2β~2
(x1 − x2)2
]
,
neboli,
h3
Λ3
e−pi(r1−r2)
2/Λ2 .
Tento výraz se blíží 0, pokud Λ → 0. Analogický výraz zřejmě vyjde pro p2. Pro
všechny částice tedy bude N(N − 1)/2 rozlišitelných binárních permutací, které vedou
k různým integrálním faktorům uvedeného tvaru pro ri, rj. Dále je evidentní, že pro
systém neiteragujících částic se fázový integrál nedá vyjádřit pouze (2.185), nýbrž bude
obsahovat další členy, představující rozvoj Q pro systém fermionů, resp. bosonů. Sečteme-
li výsledek pro identickou permutaci, (2.188), s výše uvedeným vzorcem (nebo pro Pk = I
stačí uvažovat r1 = r2), bude možné pro případ neinteragujících částic psát zobecnění
Q =
1
N ! Λ3N
∫
rN
[
1±
∑
Pk 6=I
(±)|Pk|
N∏
i=1
e−pi(ri−Pkri)
2/Λ2
]
drN , (2.192)
neboť jsou tak zahrnuty všechny permutace; Pkri vyjadřuje permutovanou souřadnici
částice i. V případě dvou částic, což je podstatné pro vyjádření dvoučásticové matice
hustot (viz výše 2.2.2), přejde uvedený výraz v závorce na
1± e−pi(ri−rj)2/Λ2 .
Ve všech těchto vztazích platí + pro bosony,− pro fermiony; podrobněji viz např. [47,241].
Kvantové korekce k partiční funkci lze pochopitelně uvažovat i pro V 6= 0; stačí zvolit
úroveň aproximace pro w.
V případě, že je možné vyjádřit Q jako klasický fázový integrál (2.188), lze (2.188)
vyjádřit jako
Q =
Λ−3N
N !
∫
e−V(r
N )/kT drN =
Λ−3N
N !
Z, (2.193)
kde
Z =
∫
e−V(r
N )/kT drN ,
se nazývá konfigurační integrál.
28 Stačí, aby V bylo konstantní, což může být v prvním přiblížení nějaké zprůměrované pole, nezávislé
na konfiguraci.
73
2. ROVNOVÁŽNÁ STATISTICKÁ MECHANIKA
Kvantová partiční funkce (2.157) je v případě kanonického souboru dána (2.166), což
je možno přepsat jako
Q =
∑
m
∫
φ∗m(r
N) e−βHˆ φm(rN) drN =
Λ−3N
N !
∫
[S] drN , (2.194)
kde
[S] = Λ3NN !
∑
m
φ∗m(r
N) e−βHˆ φm(rN), (2.195)
se nazývá Slaterova suma. Vztah (2.194) je QM analogií vztahu (2.193) s konfiguračním
integrálem. Dále, klasická distribuční funkce
P(rN) =
WN(rN)
QN !Λ3N
,
kde
WN = e
−V(rN )/kT ,
bude pomocí [S] nahrazena maticí hustot
P(rN , rN) =
[S(rN)]
QN !Λ3N
.
Jak bylo již dříve řečeno, jak klasická tak kvantová N -částicová distribuční funkce
může být redukována na h-částicovou funkci. Pokud lze vybrat skupinu částic tak, že
konfigurace částic jiných skupin vede k tomu, že vzájemná interakce mezi těmito skupi-
nami je zanedbatelná, je možné matici hustot příp. [S] rozepsat jako polynom N -tého
stupně, v němž jsou uvažovány skupiny částic. Zmíněný polynom je formálně zcela stejný
jako je známý Ursellův rozvoj pro Boltzmannův faktor WN [241, 244]. Pro interakce,
které jsou krátkého dosahu, je možné Ursellův rozvoj využít, avšak pro interakce dlou-
hého dosahu jaké se vyskytují v plazmatu (zvl. coulombické) není bez komplikací; jak
známo, rozvoj WN potenciálu 1/r, nekonverguje bez „renormalizaceÿ, což bylo vyřešeno
zavedením stíněného potenciálu (Yukawův nebo stíněný DH; viz např. [50, 245, 246]).
Mezimolekulárními interakcemi se dále zabývat nebudeme.
2.2.3 Partiční funkce
V předchozích odstavcích byly uvedeny základní předpoklady pro výpočet partiční funkce
(PF). Pro jednoduchost budeme v dalším uvažovat pouze kanonický soubor, nebude-li
výslovně uvedeno jinak; kromě výsledného tvaru PF se však platnost závěrů nemění.
V pricipu jde o separaci hamiltoniánu systému a stupňů volnosti, případně stanovení
stupňů volnosti, pro něž je přijatelnou aproximací klasický fázový integrál.
Stav systému Ψ(ξ, t) 29 o f stupních volnosti je možné vyjádřit pomocí úplného ortho-
normálního systému {uσi(ξk)} jednočásticových funkcí, kde σi reprezentuje konkrétní
množinu kvantových čísel z ÚMP. Tento rozvoj je vyjádřen součtem přes všechny možné
σi tak, že N -částicová vlnová funkce zachovává správnou symetrii vzhledem k permutaci
souřadnic, viz (2.159). Tím je možné převést N -částicový problém na jednočásticový.
Tento předpoklad je korektní. Například je možné N -částicovou funkci Fermiho částic
29Dále již nebudeme uvádět u souřadnic index N , pokud to nebude nezbytné.
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vyjádřit pomocí lineární kombinace nekonečně mnoha Slaterových determinantů (tzv.
úplná konfigurační interakce, viz učebnice QC). Další předpoklady již nejsou platné vždy.
Předpokládejme složenou částici z n elektronů a M jader, tj. molekulu. Hamiltonián
této částice lze pro bodová jádra a elektrony zapsat (v jednotkách SI)
Hˆ =
n∑
i=1
−~2
2mi
∇2i +
M∑
µ=1
−~2
2mµ
∇2µ +
∑
j>i
e2
4piε0|rj − ri| +
+
∑
ν>µ
ZµZνe
2
4piε0|Rν −Rµ| −
∑
i,µ
Zµe
2
4piε0|ri −Rµ| ,
(2.196)
kde indexy µ, ν označují jádra s nábojem Z, indexy i, j elektrony, přičemž polohové
vektory jader jsou R a e je elementární náboj. V případě vnějšího magnetického pole
apod. samozřejmě přibudou další členy. Vzorec (2.196) se omezuje na určitý definovaný
počet částic, řešení odpovídajícího problému vlastních funkcí a vlastních hodnot poskytne
spektrum energií neovlivněných okolními interakcemi. Je však zřejmé, že pokud se v do-
statečné blízkosti částic tvořících molekulu (tj. pro kterou již nelze interakci zanedbat)
vyskytne nějaká jiná částice nesoucí náboj, např. elektron, přibude do (2.196) další člen.
Tím se samozřejmě změní spektrum vlastních hodnot a je tudíž jasné, že hamiltonián
jednotlivých molekul není možné vzájemně separovat jako prostý součet. Je evidentní,
že vzájemná nezávislost vnitřních stupňů volnosti molekul k, l a tedy separabilita hamil-
toniánů molekul závisí na vzdálenosti částic a koncentraci volných nosičů náboje, tj. na
hustotě. Neboli,
Hˆkl = Hˆk + Hˆl pro ρ→ 0.
Je tudíž možno očekávat, že zvláště v hustém plazmatu budou vnitřní stupně volnosti
molekul záviset na složení a hustotě.
Z tohoto důvodu byla pro SM interagujících soustav navržena tzv. fyzikální reprezen-
tace (physical picture) na rozdíl od běžné chemické reprezentace (chemical picture). Ve
fyzikální reprezentaci nejsou uvažovány jako samostatné částice molekuly nebo atomy,
které mají interní stupně volnosti, nýbrž pouze stavební částice: atomová jádra a elek-
trony. V chemické reprezentaci jsou uvažovány individuální chemické látky skládající se
z atomů a molekul, jak je běžné chemické termodynamice. Vzhledem ke komplexnosti pro-
blému, není jistě překvapující, že fyzikální reprezentace není dosud zpracována tak, aby
bylo možno ji využít na systémy obsahující víceelektronové atomy a především molekuly
(dále, zvl. fyzikální reprezentace viz např. [247,248]).
V této práci se budeme dále věnovat pouze chemické reprezentaci, což však není, jak
vyplývá z předešlého a bude ještě dále komentováno, prosto závažných komplikací.
Born-Oppenheimerova aproximace.
Aby bylo možno vyvodit závěry ohledně interních stupňů volnosti molekuly, nezbytných
pro výpočet partiční funkce, případně klasického fázového integrálu, je třeba se již na
tomto místě zmínit o aproximaci, umožnující tyto závěry vyvodit. Born-Oppenheimerova
aproximace (BO) je založena na rozdílné hmotnosti elektronů a jader (mp/me ≈ 1836).
Díky tomu mají elektrony mnohem menší setrvačnost a prakticky ihned se přizpůsobí oka-
mžité konfiguraci jader, která vzniká při jaderných pohybech, například vibraci. Naopak,
změna v rozložení elektronové hustoty nezpůsobí znatelnou odezvu v jaderných pohybech.
Je proto možné zvolit takovou aproximaci, v níž budou jaderné souřadnice zadány jako
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parametr, takže hamiltonián (2.196) bude možné separovat na jadernou a elektronovou
část (dále označujeme vždy řeckými indexy jaderné složky, elektronové latinskými).
Hˆ e ψe(r;R) = E(0)e ψe(r;R),
kde (pro jednoduchost v atomových jednotkách)
Hˆ e = −
n∑
i=1
1
2
∇2i +
∑
j>i
1
|rj − ri| −
∑
i,µ
Zµ
|ri −Rµ| . (2.197)
Jelikož je konfigurace jader dána jako fixní parametr, je
M∑
µ=1
1
2mµ
∇2µ = 0,
a celková energie E(0) v této aproximaci
E(0) = E(0)e +
∑
ν>µ
ZµZν
|Rν −Rµ| . (2.198)
Samozřejmě, že nultá aproximace nemusí být vždy postačující, v případě interakce
jaderných a elektronových pohybů je možno vyjádřit celkovou funkci molekuly Ψ(r,R)
která je vlastní funkcí hamiltoniánu (2.196), pomocí rozvoje
Ψ(r,R) =
∑
α,k
ψnα(R)ψek(r;R),
kde rozvojové koeficienty ψnα vyjadřují funkci toliko jaderných souřadnic. Omezíme-li se
na α = k = 1, bude (indexy vypouštíme) první aproximace
Ψ(r,R) = ψn(R)ψe(r;R), (2.199)
a jaderný hamiltonián následující
Hˆn = −
M∑
µ=1
1
2mµ
∇2µ + E(0)(;R), (2.200)
kde E(0) je dána (2.198). Tento vztah platí, pokud se elektrony pohybují mnohem rychleji
než jádra, takže hodnota E(0) určitého elektronového stavu pro danou hodnotu R může
sloužit jako efektivní potenciál.
Vztahy (2.197), (2.199) a (2.200) jsou základem BO. Závislost E(0) na R definuje
plochu (popř. hyperplochu) potenciální energie (PES).
V rámci BO jsou energie translační, rotační a vibrační dány jako vlastní hodnoty
Hˆnψn(R) = Eψn(R). (2.201)
Podrobněji viz např. [99,249], zvláště efekty mimo platnost BO jsou předmětem [99].
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Separace souřadnic hmotného středu a vnitřních stupňů volnosti.
Předpokládejme, že atomová jádra představují hmotné body, přičemž je možné separovat
jaderné a elektronové souřadnice, jak je tomu v BO. Hmotný střed molekuly s n atomy
je dán
rc =
1
M
n∑
i=1
miri, M =
n∑
i=1
mi.
Rychlost hmotného středu r˙c je pak
r˙c =
1
M
n∑
i=1
mir˙i =
1
M
n∑
i=1
pi.
Celková hybnost ptot je tedy
ptot =
n∑
i=1
pi = M r˙c.
Nepůsobí-li na molekulu vnější síly, potom
p˙tot = 0, a tedy r˙c = konst.
Je-li hmotný střed molekuly v klidu, potom zřejmě i konst. = 0. Relativní pohyby
atomových jader ani rotace molekuly jako celku tuto podmínku nenarušují. V molekule,
jako izolované soustavě se zachovává celková hybnost, moment hybnosti a energie. Pokud
je hmotný střed molekuly v klidu, zákon zachování hybnosti a momentu hybnosti lze
vyjádřit
n∑
i=1
mir˙i = 0,
n∑
i=1
mir¨i × r˙ = 0.
Tyto podmínky platí pro všechny stupně volnosti.
Kinetická energie je dána součtem odpovídajících členů a členu vyjadřující vzájemnou
interakci
T = Ttr + Tv + Tr + Tinter,
kde členy postupně označují složky odpovídající translaci, vibraci, rotaci a interakci mezi
vibrací a rotací. Tato energie je v rámci BO vlastní hodnotou (2.201). Pomocí vhodné
transformace je možné najít nové souřadnice odpovídající relativním pohybům, vyjadřu-
jící stupně volnosti lépe než kartézské. Dále viz např. [44,74,75].
Jelikož pohyby jader odpovídající vnitřním stupňům volnosti nemění polohu hmot-
ného středu, je jasné, že rc nezávisí na souřadnicích vnitřních stupňů volnosti ξint. Stav
ψ molekuly bude tedy
ψ(ξ) = ψtr(rc)ψint(ξint), (2.202)
takže
Hˆ = Hˆtr + Hˆint, (2.203)
kde int značí vnitřní stupně volnosti, tj. vibrační, rotační a elektronový.
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Partiční funkce kanonického souboru
Uvedených skutečností je možno využít pro vyjádření PF kanonického souboru. Z výše
řečeného je však též jasné, že úroveň aproximace, při které je možné pokládat různé stupně
volnosti za navzájem nezávislé záleží na konkrétním systému, jejž soubor reprezentuje.
Obvyklý postup při vyčíslení PF souboru vychází z následujících předpokladů.
1. Jak už bylo uvedeno, stav systému je možno plně vyjádřit lineární kombinací úpl-
ného orthonormálního systému jednočásticových funkcí pro ÚMP.
2. Alespoň některé stupně volnosti lze popsat semiklasickou aproximací (2.185), (2.186)
(viz též (2.190)).
3. V případě separovatelnosti jednočásticové vlastní funkce odpovídající molekule
s vnitřními stupni volnosti platí (2.202), (2.203). Těmto příspěvkům odpovídají příspěvky
Qint, Qtr. Translační PF Qtr je popsána semiklasicky integrací přes impulsový prostor
(2.185), (2.186), což vede k (2.192). Odtud v Boltzmanově statistice pro kanonický sou-
bor reprezentující systému N identických částic lze psát
Qtr = Λ
−3N . (2.204)
Počet stupňů volnosti systému zahrnující translaci je pro nezávislé translace právě 3N a
je tedy možno definovat translační partiční funkci jediné částice i tak, že
Qtr,i = Λ
−3. (2.205)
4. Pokud jsou i vnitřní stupně volnosti pro částice popsané souřadnicemi hmotného
středu vzájemně nezávislé a nezávisí ani na konfiguraci systému určené těmito souřadni-
cemi, je celkový hamiltonián součtem
Hˆ =
N∑
i=1
Hˆi(ξi, q
N), Hˆi(ξi, q
N) = Hˆi(ξi) + Vi(q
N),
kde Hˆi(ξi, qN) obecně závisí na konfiguraci systému z důvodu závislosti interakčního členu
Vi(qN) na souřadnicích částic systému. V neiteragujícím systému Vi(qN) = 0 a všechny
Hˆi jsou nezávislé. Qint,i však ani pro interagující částice nezávisí na souřadnicích ostatních
molekul. Partiční funkce jedné částice je pak definována podle (2.193), resp. (2.194)
qi = Qtr,iQint,i Z(ri) = Qtr,iQint,i V, (2.206)
kde V je objem systému. V je výsledkem integrace přes konfigurační prostor v klasické
limitě, tj. konfuguračního integrálu30
Z(r) =
∫ ∞
0
4pir2 dr = V.
Vnitřní složka je zřejmě
Qint,i =
∑
k
e−Ek,i/kT . (2.207)
Pro systém N nerozlišitelných neinteragujících částic tedy platí (index i vypouštíme)
Q =
qN
N !
=
QNintV
N
Λ3NN !
. (2.208)
30 Příspěvek kvantových efektů lze chápat jako příspěvek neideální.
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Zobecnění na více druhů molekul je tedy (viz též (2.189))
Q =
ρ∏
α=1
qNα
Nα!
. (2.209)
Je však třeba mít na paměti, že má-li být tento vztah termodynamicky konzistentní,
potom qα každého druhu částic musí být vztaženo ke stejné referenční hodnotě energie.
Nelze tedy volit nulovou hladinu energie pro každý druh částic zcela libovolně (viz dále
kap. 3, odd. 3.1).
6. Za výše uvedených předpokladů je možné vyjádřit celkovou PF kanonického souboru
pro interagující systém podle (2.193)
Q =
ρ∏
α=1
qNα
Nα!V Nα
Z(r) = Q∗ Z ′(V, r), (2.210)
kde Q∗ označuje PF systému neinteragujících částic podle (2.208), (2.209) a Z konfi-
gurační integrál definovaný (2.193), pokud je možno popsat interakce mezi molekulami
klasicky, tj. když přepokládáme (2.190). Pokud interakci nelze popsat klasicky, je nutno
Z nahradit integrací Slaterovy sumy přes konfigurační prostor (2.194). Separovatelnost
příspěvku ideálního a příspěvku reprezentujícího interakci je formálně vyjádřena pomocí
Z ′, kde
Z ′(V, r) = Z(r)
ρ∏
α=1
V −Nα .
Pro asférické částice bude konfigurační integrál, resp. Slaterova suma, kromě polohy hmot-
ného středu záviset i na vzájemné orientaci molekul.
Podstatným pro výpočet PF souboru je to, že je možné převést mnohočásticový pro-
blém na výpočet PF jediné molekuly daného druhu a členu vyjadřující vzájemnou inter-
akci. Tento postup vyjádřený body 1.–6., však, jak bude v dalším ukázáno, nevede vždy
ke korektním výsledkům.
2.3 Diskuse vybraných témat
V této kapitole byly shrnuty teoretické základy pro odvození PF, která je základem vý-
počtu STF. Korektní statistický popis systémů je odvozen z QM, přičemž je v určitých
případech možné, zvláště za pokojových a vyšších teplot, nahradit kvantové výsledky
klasickými. Je třeba říci, že pro výpočet makroskopických vlastností systému není ne-
zbytné vycházet z metody PF. Alternativní formulace vychází z viriálního teorému. Je
však možno ukázat, že formalismus viriálního teorému je ekvivalentní formalismu PF (viz
např. [241] a odkazy tamtéž).
V oddílu 2.2.2 byla pro vyjádření PF kanonického souboru použita semiklasická me-
toda WKB, která vede k rozvoji PF v závislosti na mocninách Planckovy konstanty.
Metoda WKB je používána v QM již velmi dlouhou dobu; přesnější aproximaci vyšších
řádů v případě celé řady potenciálů poskytuje např. kvasilinearisace (více viz [250], a
odkazy tamtéž), v níž se transformuje Schrödingerova rovnice na Riccatiovu a nelineární
členy se nahradí řadou lineárních. Nicméně, zpřesnění aproximace nemění principiálním
způsobem výsledky získané pro rozvoj podle mocnin ~.
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Semiklasických metod vedoucích k asymptotickému rozvoji Q je možno využít i tehdy,
pokud není explicitně známo spektrum vlastních hodnot hamiltoniánu odpovídající vnitř-
ním stupňům volnosti. V tomto případě, jak ukázal Kirkwood (viz níže), se (2.167) pro
m vnitřních stupňů volnosti molekuly vyjádří ve tvaru
Qint = (2pi~)−m
∫
qm
∫
pm
∆1/20 exp
(
− i
~
pq
)
exp (−βHˆ) ∆−1/20 ×
× exp
(
i
~
pq
)
dp dq,
(2.211)
kde ∆0 je determinant transformace z kartézských r do zobecněných souřadnic q. Další
postup vychází opět z rozvoje PF v mocninách ~ metodou WKB, jako bylo popsáno
v 2.2.2. Takto byla vypočtena PF asymetrického rotoru (postup spolu s odkazy viz [93]).
Místo uvedeného asymptotického rozvoje PF lze využít integrální reprezentace QM,
jíž představuje Feynmanův Path integral [47, 135, 136]. Touto metodou je rovněž možno
určit Qint (viz např. [138,141,251] a odkazy tamtéž).
Předpoklady, za nichž je možno vycházet při výpočtu PF, byly obsahem oddílu 2.2.3.
Je však nezbytné upozornit na závažný problém, vyplývající ze vztahu pro matici hustot
a tedy i PF.
2.3.1 Divergence partiční funkce
Analytické vyjádření PF pro kanonický, grandkanonický a zobecněný soubor obsahuje
exponenciální člen exp(−βHˆ); v energetické reprezentaci lze psát exp(−βEk).
Nechť spektrum vlastních hodnot H = {E1, E2, . . . , Ei, . . . , EM}, Ei ≤ Ej, i < j má
nekonečně mnoho členů, tj. M →∞. Pokud existuje C ∈ R tak, že EM < C, jde součet
exponenciálních členů, jaký obsahuje PF (2.147), nade všechny meze. Tedy, je-liH shora
omezená, potom
lim
M→∞
Q = ∞,
kde
Q =
M∑
k=1
e−Ek/kT .
Tento výsledek samozřejmě platí i pro ostatní soubory, obsahující faktor exp(−βEk).
Divergence součtu PF však znamená podle (2.148) i nekonečnou hodnotu Helmholtzovy
energie A, což je zřejmě nefyzikální výsledek.
Z výše uvedeného je zřejmé, že PF může být korektní pouze v případě, kdy H buď
není shora omezené nebo je konečné, tedy, že validita PF závisí na konkrétním tvaru
hamiltoniánu systému.
Je nyní otázkou, zda celkový hamiltonián systému vůbec může mít uvedenou vlastnost
způsobující, že PF diverguje. Exaktní PF systému je však obecně nedostupná, takže je
nutno vytýčit předpoklady, za nichž se celková PF separuje na součin příspěvků. V při-
bližné PF tato situace nastává. Na konci odd. 2.2.2 již bylo uvedeno, že pokud molekuly
interagují coulombickými silami (∼ 1/r), diverguje konfigurační integrál a je nezbytné
zavést renormalizační proceduru. Z hlediska výpočtu STF je však podstatná divergence
Qint, jíž je možno faktorizovat Q, jak je uvedeno v 2.2.3. Divergence Qint nastává pokud
molekulární hamiltonián má tvar (2.196), resp. elektronovou část v BO (2.197). Elek-
tronová partiční funkce atomů nebo molekul, kde interakce mezi jádry a elektrony jsou
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vyjádřeny coulombickým potenciálem, diverguje. Hustota stavů ρ(E) = ∆nk/∆Ek, kon-
verguje k ∞ pro Ek → IP .
Vodíkový atom
Nejjednodušším případem je bodová částice v centrálním silovém poli, pro V = γ/r.
Řešení odpovídajícího problému vlastních hodnot a vlastních funkcí v nerelativistické
QM v případě vázaných stavů bylo mnohokrát publikováno v učebnicích a je základem
popisu atomů vodíkového typu (hydrogenlike atoms, viz např. [39,63,236] aj.).
Pro vázané stavy je energie E < 0. Řešení jednoelektronové funkce ψnlm lze vyjádřit
v polárních souřadnicích jako součin radiální R(r) a úhlově závislé funkce Ylm(θ, φ) pro
pro polární a azimutální úhel.
ψnlm = Rnl(r)Ylm(θ, φ),
kde n, l,m představují hlavní, vedlejší a magnetické kvantové číslo. Energie v nepřítom-
nosti vnějšího pole nabývá disktrétních hodnot
En = −Z
2hcR
n2
, n = 1, 2, . . . ,
kde R je Rydbergova konstanta, Z náboj jádra v e a c rychlost světla. Jmenovatel pro
Z = 1 je roven ionizačnímu potenciálu IPH atomu H. Každá hladina daného n je n2
násobně degenerována (n, l degenerace). Zavedením spinu elektronu, kde ms = ±1/2,
bude statistická váha rovna 2n2. PF odpovídající vázaným stavům atomu H bude možno
zapsat též relativně vzhledem k IPH
Qint =
∞∑
n=1
2n2 exp
[
−β IPH
(
1− 1
n2
)]
, (2.212)
kdy základní stav má energii 0 a hodnoty kontinua energií leží nad hodnotou ionizačního
potenciálu. Evidentně pro n→∞ je hustota stavů nekonečná.
Správné vyjádření PF atomárního systému však musí zahrnovat i stavy kontinua.
PF atomární soustavy (pro atom H dvoučásticová) je stopa matice hustot resp. Slate-
rovy sumy (2.194). Separujeme-li souřadnice hmotného středu, bude pro vnitřní složku
odpovídající elektronovým stavům možno psát
Q
(2)
int =
∫ ( ∞∑
n=1
|Ψnlm(ξ)|2 e−βEn +
∫ ∞
0
|Ψkl(ξ)|2 e−βE dE
)
dξ, (2.213)
kde Ψ = ψ(r, θ, φ)χ(s) pro spinovou vlastní funkci χ(s) spinové souřadnice s, a kde druhý
člen obsahuje funkci kontinua ψkl(r, θ, φ); pro k platí k2 = 2mE/~2 31.
Jelikož ∫
|Ψnlm(ξ)|2 = 1,
31Jelikož jde o dvoučásticový problém, postačí specifikovat souřadnice relativního pohybu elektronu
vzhledem k jádru, a na místo hmotností m, M , uvažovat redukovanou hmotnost µ. Nicméně,
1/µ = 1/m+ 1/M ≈ 1/m
.
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pro součet přes diskrétní hladiny v integrálu (2.213) dostáváme ihned
Qint =
∞∑
n=1
2n2 e−β IP
H/n2 ,
kde kontinuum odpovídá E ≥ 0.
Druhý integrální výraz v (2.213) odpovídající kontinuu energií
Q(c) =
∫∫ ∞
0
|Ψkl(ξ)|2 e−βE dE dξ,
lze vyčíslit metodou popsanou v 2.2.2, věnované klasické limitě, kdy se v PF sumace
diskrétních stavů souřadnicové reprezentace nahradila integrací stavů v impulsové re-
prezentaci. Výsledek musí být korektní vzhledem k permutaci částic (2.168). Výpočet
příspěvku kontinua k PF může sice vycházet z příslušného řešení pro E ≥ 0, nicméně
jednodušší je vycházet ze vztahu (2.168), který byl odvozen obecně, a postupovat analo-
gicky jako v oddílu 2.2.2. Zde jde o speciální případ dvoučásticové soustavy, v níž jádro a
elektron představují vzájemně rozlišitelné částice. Omezíme-li se na elektronovou složku,
potom v limitě γ → 0 (tj. V → 0) bude tento příspěvek roven PF jediné volné částice a
z (2.185) ihned
Q(c)e =
2
(2pi)3
∫ ∞
0
∫ ∞
0
e−β(~k)
2/2m 4pik2dk 4pir2dr = 2Λ−3e V, (2.214)
kde faktor 2 zohledňuje spin elektronu. Analogický výsledek samozřejmě platí i pro jádro.
Výsledná limitní Q(2)int dvoučásticové soustavy tedy sestává ze součtu diskrétních hladin
a složky příslušející volným částicím. Výsledek lze pochopitelně zobecnit i na vícečásti-
covou soustavu. V případě, že nelze uvažovat γ → 0, je samozřejmě nezbytné provést
výpočet buď semiklasicky jako v odd. 2.2.2 nebo použít rigorózní QM model. Stavy kon-
tinua složené částice v systému samozřejmě mohou též interagovat se stavy jiných částic,
podobně jako je tomu u vázaných stavů, a obecně budou pak záviset na vlastnostech
celého systému. Člen příslušející stavům kontinua lze tedy formálně zapsat jako
Q(c) =
∫ ∞
0
ρ(E) e−βE dE.
Řešení jednoelektronového QM problému pro E ≥ 0 vede na Coulombovu funkci (viz
např. [236,252,253] a odkazy tamtéž). Zde se omezíme na skutečnost, že v asymptotické
oblasti r →∞ je radiální část regulární složky v atomových jednotkách
FZkl(r) ≈
√
2
pik
sin
(
kr − lpi
2
+
Z
k
ln 2kr + σl
)
,
kde σl představuje coulombické fázové posunutí, takové, že Γ-funkce
Γ(l + 1− iZ/k) = |Γ(l + 1− iZ/k)| eiσl ,
přičemž změna mezi přitažlivým a repulzivním potenciálem změní pouze znaménko
σl(k, γ) = −σl(k,−γ).
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Vlastní funkce kontinua jsou normalizovatelné vzhledem k δ-funkci, pro radiální funkci
lze psát ∫ ∞
0
r2F ∗Zk′l(r)FZkl(r) dr = δ(k
′ − k).
Na rozdíl od potenciálů sil, které asymptoticky konvergují k 0 jako r−α, kde α > 1, a pro
něž je asymptotické řešení tvaru
Al(k) sin(kr − lpi/2 + δl),
fázové posunutí zahrnuje kromě σl ještě logaritmický člen Z/k ln 2kr. Tento fakt je pod-
statný pro výpočet QM dvoučásticové matice hustot, a tedy PF, který se obyčejně vyja-
dřuje pomocí korekce k druhému viriálnímu koeficientu [241]. Jak již bylo dříve řečeno,
viriální rozvoj však není pro coulombický systém konvergetní.
Z výše uvedeného je patrné, že PF soustavy dvou částic, s potenciálem γ/r jakou
představuje H atom, diverguje. Na této situaci se nic nezmění, ani pokud se do PF
k příspěvku vázaných stavů s diskrétní energií pro E < 0 zahrnou stavy příslušející
kontinuu energií pro E ≥ 0. Ve vícečásticových soustavách, jako jsou víceelektronové
atomy a molekuly se sice energie nedají určit analyticky, nicméně H bude mít stále
nekonečně mnoho prvků a PF bude stále divergentní 32.
Řešení divergence PF
Řešení tohoto problému může být realizováno více způsoby. V prvé řadě bude mít H
konečně mnoho členů pro potenciály tvaru
V ∼ e
−κr
r
,
kde κ představuje stínící konstantu [255]. V plazmatu se vyskytují volné elektrony a
ionty, a bývá obvyklé položit κ = λ−1D , kde λD je Debyeova délka definovaná v DH teorii
(uvažujeme stínění pouze elektrony)
λD =
√
ε0kT
ρe2
,
kde ρ je částicová koncentrace a e elementární náboj. K tomu budiž řečeno, že λD může
být mnohem větší než jsou atomární rozměry (10−10 m), což bývá častým případem pokud
není hustota dostatečně vysoká; na druhé straně příliš malá hodnota λD vede k tomu, že
výsledek DH teorie není statisticky relevantní, nehledě na nesoulad s kvantovou teorií33.
32 Analogii se vztahem pro energie vodíkového atomu splňují členy Rydbergovy řady atomů a molekul
(viz např. [254])
Enl = −Rhc ζ
2
n∗2
,
kde ζ je náboj core (pro atom Z − (N − 1)), n∗ je tzv. efektivní hlavní kvantové číslo n∗ = n− δ, pro
něž δ představuje tzv. kvantový defekt, v prvním přiblížení závislý toliko na l.
33 V [255], ale i v některých dalších pracích [256] má potenciál tvar (v atomových jednotkách)
V = −Zα
r
e−r/λD −Zα
λD
,
kde konstantní člen vyjadřuje snížení kontinua energií pro ion α.
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Použití takového staticky stíněného intramolekulárního potenciálu s λD v molekulár-
ním hamiltoniánu tudíž nelze považovat za korektní, přinejmenším v podmínkách termál-
ního plazmatu, kdy koncentrace elektronů nepřesahuje řádově 1023 m−3, přičemž se v sys-
tému vyskytují atomy, molekulární fragmenty a jejich ionty 34. Kromě toho, v případě, že
systém neobsahuje nabité částice, PF opět diverguje. Naměřené spektrální charakteristiky
nadto výše uvedený model nepodporují [256].
Nicméně, je tento model staticky stíněného coulombického potenciálu stále v určitých
případech používán (anýza viz [256,257] a odkazy tamtéž).
Další možností, jak dosáhnout toho, aby PF měla konečnou hodnotu je prosté „od-
seknutíÿ (cut-off ) hladin, které nesplňují určitá kritéria. Tj. pro kvantové číslo n ≤ nmax
se další hladiny jednoduše neuvažují. Kritéria pro stanovení nmax vycházejí z makrosko-
pických veličin T , V , N . Je možno vycházet z předpokladu konečného objemu částic
(např. [258, 259], viz dále (2.225), (2.226)); nejjednodušším předpokladem je, že objem
atomu vymezený kvantovým číslem n musí být menší, než je volný objem vycházející
ze střední vzdálenosti částic [259]. Dalším kriteriem může být snížení ionizačního poten-
ciálu atomů a molekul v plazmatu. Uvažují se potom hladiny pod tento snížený ioni-
zační potenciál. Snížení ionizačního potenciálu vycházejícího z velmi jednoduchých mo-
delů [10, 233–235] je stále používáno pro modelování plazmatu (viz např. [8] a odkazy
tamtéž). Existuje samozřejmě celá řada dalších metod; z dynamického hlediska je rovněž
nezbytné uvažovat strážky mezi částicemi a tedy i časově proměnná pole v okolí částic.
Řešení tohoto problému může tedy vycházet z interakčního hamiltoniánu obsahujícího
periodické poruchy.
Dále je zřejmé, že v dynamickém systému platí
∆Eτ ≥ ~
2
,
kde τ vyjadřuje čas, kdy na systém nepůsobí porucha. V případě diskrétních hladin
částic se za τ volí střední doba života daného stavu, ale může to být též střední doba
mezi srážkami (neelastickými). Který efekt je dominantní, závisí tedy na frekvenci srážek.
Odtud je pak zřejmé, že pro určitou hodnotu τ bude energetický rozdíl mezi hladinami
menší než ∆E.
Je však jasné, že prosté odseknutí hladin není korektní metoda, zvláště v případě
elektrostatické interakce způsobené lokálním polem.
Planck-Larkinova PF Zmiňme se krátce ještě o tzv. Planck-Larkinově PF (PLPF).
Postupem renormalizace PF vodíkového atomu se zabýval již Planck v r. 1924 [260].
V kvantové statistice je možno grandkanonickou PF vyjádřit pomocí operátorů pole, při-
čemž je možno využít formalismu kvantové teorie pole, jakou představuje diagramatická
technika (Feynmanovy diagramy) pro Greenovu funkci [261]; podrobněji viz např. mono-
grafie [247, 248, 262]. Vedenov a Larkin [263, 264] použili diagramatickou techniku [261]
pro výpočet termodynamických funkcí nízkoteplotního plazmatu. Larkin [264] ukázal, že
PF částic interagujících coulombickými silami je možné vyjádřit konvergentní řadou, po-
kud se součet v PF provede přes diskrétní i spojité stavy tak, že se uvažuje kvaziklasický
rozvoj PF vyjadřující interakce do druhého řádu. Úplnější rozbor metodiky včetně roz-
sáhlé bibliografie podávají monografie [247, 248, 262] a též [256]. Odpovídající vyjádření
34 Bylo by ovšem možné takové použití stíněného potenciálu pro elektrony ve vyšších slupkách, zvl.
pro Rydbergovy stavy, kdy je stínění způsobeno elektronovou hustotou ve vnitřních orbitalech.
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je
QPLint =
∞∑
k=1
(
e−βEk −1 + βEk
)
. (2.215)
Uvedený vztah pro atom vodíku je možno získat i podstatně jednodušším způsobem, než
bylo naznačeno (viz např. [247,256]).
Vztah (2.212) přepíšeme
Qint = 2 exp(−β IPH)
∞∑
n=1
n2 exp
(
β
IPH
n2
)
,
přičemž
exp
(
β
IPH
n2
)
= 1 +
βIPH
n2
+
(
βIPH
n2
)2
+ . . .
Součet prvních dvou členů rozvoje diverguje
∞∑
n=1
n2
(
1 +
βIPH
n2
)
→∞,
zatímco součet ostatních členů druhého a vyššího řádu konverguje. Ponecháme-li konver-
gentní řadu, lze to vyjádřit prostým odečtením
QPLint = 2 exp(−β IPH)
∞∑
n=1
n2
[
exp
(
β
IPH
n2
)
− 1− β IP
H
n2
]
,
jež je možno vyjádřit ve tvaru
QPLint = 2
∞∑
n=1
wPLn (β)n
2 exp
[
−β IPH
(
1− 1
n2
)]
,
v němž
wPLn (β) = 1− exp
(
−βIP
H
n2
)(
1 +
βIPH
n2
)
,
představuje renormalizační funkci neboli obsazovací pravděpodobnost (occupation pro-
bability) PLPF atomu vodíku. Je jasné, že
lim
n→∞
wPLn (β) = 0, lim
β→∞
wPLn (β) = 1.
Uvedený postup pro získání PLPF je sice zcela arbitrární, neboť jeho záměrem je
pouze získání konvergentní řady, souhlasí však s výsledky, které byly získány na základě
fyzikálních argumentů. Výsledky kvantové statistiky však potvrzují, že PLPF není úplná
– viz např. [247, 256, 263, 264], odkud je patrné, že k výše uvedenému vztahu pro PLPF
je nutno uvažovat i členy vyšších řádů. Dále je též poněkud překvapující, že wPLn nezávisí
v uvedené aproximaci na hustotě systému. Je však třeba zdůraznit, že zde máme na zřeteli
PLPF v chemické reprezentaci.
Experimentálně však nebyl tento přístup potvrzen, neboť spektrální měření preferují
poněkud odlišné modely PF pro simulaci spekter než představuje QPLint [256].
Přehled metod renormalizace PF uvádí [256, 265]; novější práce na toto téma viz
např. [266,267].
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Obsazovací pravděpodobnost
Termodynamicky konzistentní formalismus představuje obsazovací pravděpodobnost [256,
265]. Speciální limitní případ byl již uveden výše – wPLn (β); obecněji lze vnitřní složku
PF zapsat pomocí wk(T,x,N ),
Qint =
∞∑
k=1
wk(T,x,N )wk e
−βEk , (2.216)
kde wk představuje statistickou váhu stavu k. Tato obsazovací pravděpodobnost před-
stavuje v klasické limitě redukci fázového prostoru připadající na jeden stav. [265] uvádí
vlastnosti wk; zde se omezíme na to, abychom zkonstatovali, že obecně wk musí mít ta-
kový tvar, aby byly splněny termodynamické vztahy pro PF, jak byly uvedeny dříve.
Podmínka konvergence lze s použitím intenzivních proměnných zapsat jako
lim
k→∞
wk(T,ρ) = 0, (2.217)
kde ρ reprezentují částicové koncentrace (hustotu).
Obecně však platí, jak už bylo zmíněno, že v interagujícím systému dochází též k po-
sunu či štěpení diskrétních hodnot v H . Tento případ lze formálně vyjádřit pomocí
neposunutých hodnot Ek,0, pro ρ→ 0, tedy
Qint =
∞∑
k
wk e
−β(Ek−Ek,0) e−βEk,0 , Ek ∈H , Ek,0 ∈H0,
kdy k vyplývá z kvantových čísel tak, že hustota stavů v H a H0 se liší (může docházet
ke štěpení degenerovaných hladin a pod.). Pokud jsou do změny H0 zahrnuty takové
procesy, že současně reprezentují renormalizaci, pro níž má H konečný počet prvků či
redukuje nekonečnou hustotu stavů na konečné číslo tak, že platí (2.217), lze výše uvedený
vztah zapsat
Qint =
∑
k
wk e
−βEk,0 , wk = e−β(Ek−Ek,0), wk 6= 0 pro kmin ≤ k ≤ kmax. (2.218)
Postupem odvození obsazovací pravděpodobnosti v jednotlivých případech se dále
zabývá především [265], přičemž formalismus obsazovacích čísel vychází z [43]. Zde bude
naznačena pouze základní myšlenka. Postup není rigorózní, jelikož se pro mikroskopickou
PF vychází z makroskopického termodynamického principu.
Předpokládejme, že diskrétní elektronový stav atomární částice s vlastní hodnotou Ek
obsadí Nk těchto částic. Dále zřejmě
∑
kNk = N , kde N je konstanta vyjadřující celkové
množství této atomární částice. I když se jedná o částici jednoho druhu (tj. chemické
individuum), nic nebrání tomu, aby bylo možno uvažovat celý systém skládající se z částic
v různých stavech, každý s danou energií Ek v množství daném obsazovacím číslem Nk,
pro k = kmin, kmin + 1, . . . , kmax, kde kmax →∞.
Vztah mezi Q a termodynamickou veličinu A systému podle (2.148) je
A = −kT lnQ,
kde podle (2.208), (2.209) a (2.210)
Q =
∏
k
qNk
Nk!
Z ′ =
∏
k
QNkint,kV
Nk
Λ3NkNk!
Z ′. (2.219)
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Jelikož částice je právě v jednom ze stavů, je Qint,k rovna
Qint,k = e
−βEk ,
přičemž však tento člen vyjadřuje pouze relativní polohu energie stavu k vzhledem k zá-
kladnímu stavu 35.
Logaritmováním (2.219) vyjde po dosazení do vztahu pro A
A(N , V, T ) = −NkT ln(Λ−3 eV ) +
∑
k
NkEk + kT
∑
k
Nk lnNk + A
ex, (2.220)
v němž e je Eulerovo číslo, a Aex je interakční člen
Aex = −kT lnZ ′.
První člen vztahu (2.220) je pro zadané V , T konstantní, druhý člen vyjadřuje celkovou
energii elektronových stavů (viz pozn. 35) a třetí směšovací Helmholtzovu energii.
Jednotlivé částice však mohou vzájemně přecházet vlivem excitace nebo deexcitace.
Tj. označíme-li částici ve stavu k jako Ck,
Ck 
 Cl, k 6= l, k, l = kmin, kmin + 1, . . . , kmax, kmax →∞. (2.221)
O podmínkách termodynamické rovnováhy již byla řeč v úvodní kapitole (viz odd. 1.1,
1.2.3, dále viz kap. 4). Pro uvedený případ je snadné vyjádřit rovnováhu podle kritéria
stechiometrického algoritmu vyjádřeného rovnicemi (1.2), tedy∑
j
νijµi = 0,
v nichž µi je chemický potenciál, i označuje komponentu, j reakci a νij je stechiometrický
koeficient. Uvedená podmínka pro (2.221) nabývá tvaru
µl − µk = 0, k 6= l, k, l = kmin, kmin + 1, . . . , kmax, kmax →∞.
Odtud je jasné, že jsou všechny µk rovny téže konstantě
µk = konst., k = kmin, kmin + 1, . . . , kmax, kmax →∞.
Podle (2.117) je µk v případě jediné externí proměnné V rovno
µk =
(
∂A
∂Nk
)
T,V,Nl
.
Provedeme-li derivaci dosazením z (2.220), obdržíme
Ek + kT (1 + lnNk) + µexk = konst., k = kmin, kmin + 1, . . . , kmax, kmax →∞,
35 Je třeba si uvědomit, že
A = U − TS,
tudíž lze též vyjít ze vztahu (2.150) pro S a Uint vyjádřit pomocí obsazovacích čísel
Uint =
∑
k
NkEk.
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kde
µexk =
(
∂Aex
∂Nk
)
T,V,Nl
.
Z čehož plyne
Nk = C(T, V ) exp[−β(Ek + µexk )],
a ježto ∑
k
Nk = N,
C(T, V ) vyjde tak, že
Pk =
Nk
N
=
exp[−β(Ek + µexk )]
Q˜int
, (2.222)
kde
Q˜int =
∑
k
exp[−β(Ek + µexk )]. (2.223)
Obsazovací pravděpodobnost je tedy
wk = exp−βµexk . (2.224)
Podstatu metody vystihují vztahy (2.222)–(2.224). Pro obsazovací čísla Nk ∈ R+
platí, že, pokud kmax →∞, má pro N konečné konečně velkou hodnotu nejvýše konečný
počet Nk. Příspěvek vyjadřující neidealitu µexk vyjadřuje posun energie Ek způsobený
interakcí a byla již o něm řeč (viz (2.218)). V tomto případě však nevychází z QM řešení
problému více částic, nýbrž z makroskopického kritéria rovnováhy. Dále je evidentní, že
pokud má být pro kmax →∞ splněna podmínka (2.217), musí být také splněno
lim
k→∞
µexk = ∞.
Podstatné však též je, že µexk závisí na složení N systému. Konečně, µ
ex
k nemusí být nutně
kladné, hovořit proto o obsazovací pravděpodobnosti není zcela v pořádku, neboť potom
wk > 1.
Jako příklad uveďme kontaktní člen chemického potenciálu, který vyjadřuje konečnou
velikost částic pomocí potenciálu tuhých koulí. Lze ukázat, že v tomto případě pro binární
interakce platí
µexk =
4pi
3
kT
V
∑
l
Nl(ak + al)
3,
a tedy podle (2.224)
wk = exp
[
− 4pi
3V
∑
l
Nl(ak + al)
3
]
,
kde ak, al představují poloměr charakterizující daný elektronový stav atomu. wk → 0
pokud pro Nl konečné, bude ak + al →∞. Splnění této podmínky obecně nelze zaručit;
není zde udáno jak rychle konverguje Nl k nule ani jak konverguje k nekonečnu ak + al.
Je možné vzít v úvahu konečný počet členů, podle zvoleného kritéria; je-li např. známo
alespoň to, jak roste poloměr s daným kvantovým číslem, lze určit horní mez kvantového
čísla n kupříkladu z podmínky
3
4piρ
= a3n, (2.225)
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kde ρ je částicová koncentrace (viz [259]). Pro atom H navrhl přibližný postup E. Fermi
[258]; viz též [265]. Klíčovým je nahrazení nekonečného součtu členem∑
l
Nl(ak + al)
3 ≈ N1a3k, k = 1, 2, . . . ,∞ (2.226)
kde k je identické s hlavním kvantovým číslem n. Pro poloměr Bohrova modelu atomu
platí
an = a0n
2,
a tedy
wn = exp
(
− 4pi
3V
N1 a
3
0 n
6
)
, n = 1, 2, . . . ,∞
kde a0 je Bohrův poloměr. Zde wn konverguje dostatečně rychle k nule tak, že po dosazení
do (2.212) je výsledná PF atomu H konvergentní. V uvedeném příkladu podle Fermiho
kritéria závisí PF na N1, které musí být známo již v průběhu výpočtu. V obecném pří-
padě je však třeba pro výpočet µexk znát celkové složení N systému. Uvedený příklad
samozřejmě nepostihuje další vlivy.
Zásadní otázkou však je, jak určit daná obsazovací čísla v obecném případě. Je jasné,
že problém vede na iterační metodu, jelikož PF závisí na složení systému, přičemž µi již
nelze separovat na součet µ∗i + µ
ex
i . Obecný postup pro výpočet obsazovacích čísel dané
látky musí tedy vycházet z termodynamické rovnováhy celého systému, v němž je látky
obsažena. Proto, abychom určili vnitřní složku PF a tedy odpovídající µi (popř. další par-
ciální molární veličiny; viz kap. 3) látky Ci, je nutno uvažovat každou jednotlivou částici
této látky pouze v jediném diskrétním stavu k, Ek ∈H a na místo jednoduchého součtu
přes hladiny Ek v PF dané individuální látky určit složení systému v termodynamické
rovnováze, složeného z těchto čátic v diskrétních stavech s energií Ek. V tomto případě
musí být splněna i podmínka látkové bilance, neboť systém považujeme za uzavřený. Po-
kud je tedy množství látky Ci konečné a zároveň kmax →∞, pouze konečně mnoho částic
v odpovídajících diskrétních stavech se bude nacházet v nenulovém množství, neboli pro
konečně mnoho stavů bude wk > 0 a pro zbývající wk → 0. Výpočet PF individuální látky
je tedy převeden na výpočet termodynamické rovnováhy systému částic v diskrétních sta-
vech. Pokud je počáteční množství látek v systému splňujících látkovou bilanci konečné,
potom tento postup vede vždy ke konečným hodnotám termodynamických funkcí sys-
tému, bez ohledu na druh interakcí mezi částicemi, a to i v případě, že se systém chová
ideálně. Složení takového systému závisí na hodnotách chemických potenciálů, resp. par-
ciálních molárních Helmholtzových energií (a tedy na Ek) částic v disktrétních stavech
pro danou látku Ci, ale též na odpovídajících hodnotách diskrétních stavů pro všechny
ostatní individuální látky Cj ∈ S 36. Z tohoto důvodu pak množství částic v každém
diskrétním stavu, a tedy obsazovací čísla, závisí na složení systému, takže PF a příslušné
parciální molární veličiny již obecně nelze separovat na příspěvek odpovídající čisté složce
(ideální) a příspěvek způsobený interakcí s částicemi v systému. Mimo uvedenou skuteč-
nost je třeba vzít v úvahu, že v neideálním systému budou rovněž diskrétní hodnoty Ek
záviset na složení. Přísně vzato, hodnoty STF pak přestávají být definovány, zatímco
fyzikálně validní zůstávají pouze termodynamické funkce celého systému (dále viz 3).
O principech metody výpočtu složení systému byla již řeč v úvodní kapitole. Kon-
krétně je tento problém řešen v kapitole 4 pomocí minimalizace Gibbsovy nebo Helhmol-
tzovy energie systému. V principu je možné zvolit nějaký dostatečně velký počet stavů,
36 Všechny diskrétní energie musí být vztaženy k téže referenční hodnotě energie (viz kap. 3).
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pro něž se v konkrétním systému vypočítají obsazovací čísla, tak aby výsledné obsazo-
vací číslo pro nejvyšší ze stavů bylo dostatečně malé; zda je však takový postup vůbec
schůdný, závisí na výpočtech v konkrétním systému.
V této práci je věnována pozornost výpočtu STF, předpokládáme tudíž, že lze najít
wk tak, že PF, z níž vychází STF, musí být konvergentní i pro dostatečně nízké hustoty.
Jelikož je znám, zejména v případě molekul, pouze malý počet elektronových stavů,
předpokládáme v dalším, že pro známé stavy jsou hodnoty wk velmi blízké 1. V opačném
případě mohou STF sloužit pouze jako počáteční hodnoty pro následné aproximace. Další
rozbor zde pouze nastíněné problematiky by si vyžádal samostatné práce, v níž by bylo
nutno se zabývat též Rydbergovými stavy [268–270].
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Kapitola 3
Standardní termodynamické funkce
V této kapitole bude obecně popsána metodika výpočtu STF vycházející z PF odvo-
zené pro kanonický soubor. Předpoklady, z nichž takový výpočet vychází byly vyjádřeny
v kap. 2. Klíčovým bodem pro formulaci postupu výpočtu STF je předpoklad separova-
telnosti PF, jak byl vyjádřen v kap. 2, odd. 2.2.3, kdy lze separovat interní složku PF
závisející na vnitřních stupních volnosti od složky translační závisející na souřadnicích
hmotného středu a složky popisující intermolekulární interakce závisející na souřadnicích
částic v systému (2.206)–(2.210). Lze tak vyjádřit PF odpovídající jednotlivé chemické
látce, která nezávisí na interakčním členu (konfiguračním integrálu) a je tudíž nezávislá
na systému v němž se nachází. Otázka konvergence byla již diskutována v kap. 2, odd.
2.3.1, a v dalším se jí nebudeme zabývat; předpokládáme pouze, že se vnitřní PF dá
v pricipu renormalizovat, takže je tato složka konečná. Uvedené idealizované předpo-
klady umožňují definovat STF, jejichž teplotní závislost je možné vypočítat na základě
znalosti energetického spektra individuální látky.
Hlavní důraz je v této práci kladen na metodu přímé sumace, v níž je interní složka PF
určena přímým součtem vycházejícím z definice (2.207). Této metody je v této práci užito
pro výpočet STF dvouatomových molekul. V případně atomů je tato metoda za před-
pokladu znalosti elektronových hladin a příslušných statistických vah zcela elementární.
Přibližných metod je užito pro výpočet STF víceatomových molekul, nultou aproximaci
představuje model harmonického oscilátoru (HO) a tuhého rotoru (RR). Metodika těchto
přibližných postupů zde nebude rozváděna, literární přehled byl již učiněn v úvodní části
1.2, odd. 1.2.1. Souhrnný přehled metod je popsán v [175]. Dodejme jen, že pro svoji jed-
noduchost se modelu HO a RR stále využívá, neboť vyžadují nejmenší množství vstupních
dat (viz např. [130] a odkazy tamtéž). Metodika výpočtu přímé sumace dvouatomových
molekul na základě modelu vycházejícího ze spektrálních dat je popsána v [176] a nava-
zuje na starší práce [180, 181]. Uvedená metoda byla též autorem použita dříve [33] a je
základem výpočtu STF dvouatomových molekul.
Důležitý faktor ve výpočtu STF představují vstupní data. Zdroje těchto dat již byly
uvedeny v odd. 1.2.2, přičemž v současné době je v mnoha případech možné využít
teoretických hodnot – především ab initio výpočtů – namísto chybějících spektrálních
dat. Ve vybraných případech byly také pro uvedené účely provedeny patřičné ab initio
výpočty.
Použití STF pro výpočet složení a temodynamických vlastností systému by však ne-
bylo možné, pokud by rovněž nebyly k disposici data o standardních slučovacích enthal-
piích (HF). O zdrojích těchto dat je rovněž pojednáno v odd. 1.2.2. V určitých případech,
bylo nezbytné získat je vlastním ab initio výpočtem.
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3.1 Termodynamické veličiny a vztahy
Zde budou odvozeny vzájemné vztahy mezi PF individuálních látek a termodynamic-
kými funkcemi systému a definovány pojmy nezbytné pro pro výpočet STF. Konzisten-
tost z termodynamického hlediska je nezbytná nejen pro úspěšnou aplikaci metody PF
na termodynamiku, ale též pro metody vedoucí k renormalizaci PF, o nichž již byla řeč
v odd. 2.3.1. Pro samotnou definici STF je samozřejmě možno vystačit s minimálním
termodynamickým základem, nicméně jejich další aplikace, jako jsou metody výpočtu
složení a termodynamických vlastností systému, jimiž se zabývá kap. 4, vyžaduje mno-
hem důkladnějšího porozumnění. Z tohoto důvodu jsou následujících oddílech podrobněji
popsány i poměrně základní oblasti.
Vztahy pro multikomponentový systém a STF přednostně vychází z PF, jak byla
zavedena v kap. 2. Pokud jde o termodynamiku, existuje na toto téma celá řada mono-
grafií i učebnic; viz např. [49,271,272]. Velmi obsáhlý popis termodynamických vlastností
reálných plynů podávají zejména [273,274].
3.1.1 Chemický potenciál
Ze vztahu (2.148) plyne pro celkovou Helmholzovu energii A systému,
A = −kT lnQ,
z čehož, dosazením z (2.210), je jasné, že
A(T,x,N ) = A∗(T,x,N ) + Aex(T,x,N ),
kde A∗ označuje Helmholzovu energii systému ve stavu ideálního plynu (tj. kdy neinter-
agují částice) za teploty a objemu daného tlakem systému, Aex označuje neideální složku
danou mezimolekulovými interakcemi. Dále je zřejmé, že v limitě1
lim
ρ→0
A(T, V,N ) = = A∗(T, V,N ),
kde ρ je hustota daná celkovým počtem částic na jednotku objemu. Jelikož se v dalším
omezíme na homogenní prostředí, je V jedinou externí proměnnou. Dosazením za Q
z (2.208) a (2.209) (viz též (2.219)) do vzorce pro A a logaritmováním vyjde
A(T, V,N ) = −kT
%∑
α=1
Nα
[
ln(Λ−3α eV ) + lnQint,α
]
+ kT
%∑
α=1
Nα lnNα + A
ex, (3.1)
kde e je Eulerovo číslo, jež se objevilo v prvním členu díky užití Stirlingova vzorce pro
N →∞
lnN ! ≈ N lnN −N = N ln(N/ e).
Jak bude ještě rozvedeno dále, vztah (3.1) není ještě z termodynamického hlediska
úplný, neboť v něm není dosud zadána referenční hladina energie2.
1 V dalším předpokládáme platnost předpokladů uvedených výše; viz též diskusi na konci odd. 2.3.1 a
odd. 2.2.3, body 1.–6., vztahy (2.206)–(2.210). Na tuto skutečnost dále nebudeme výslovně upozorňovat.
2 Je tomu tak proto, že při odvození (3.1) se v (2.209) považovaly qα individuálních látek za nezávislé.
Hladina nulové energie byla proto pro každou látku α stanovena pouze vzhledem k této látce, nikoliv
k jediné nezávislé hledině energie platné pro celý systém.
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Změna celkové A systému za konstantních hodnot T , V podle množství látky α je
podle (2.117) rovna chemickému potenciálu
µα =
(
∂A
∂Nα
)
T,V,Nβ
.
Odtud, derivací (3.1) obdržíme
µα = −kT ln
(
Λ−3α V
Nα
Qint,α
)
+ µexα = µ
∗
α + µ
ex
α . (3.2)
Chemický potenciál látky α tedy sestává z příspěvku ideálního µ∗ a neideálního µexα .
Neideálního příspěvku si dále všímat nebudeme, bude o něm řeč ještě v kap. 4 (viz též
odd. 2.3.1).
Vztah (3.2) není stále vztažen k referenční hodnotě energie, lze jej interpretovat jako
rozdíl
µα(T, V )− µα(0, V ).
Označíme-li relativní energii vzhledem k definované hladině nulové energie systému pro
T = 0 jako E0α (lze ji získat např. výpočtem ab initio), je možné najít konzistentní
vyjádření celkové A systému. Podle (2.115) platí
dA = −SdT − PdV +
%∑
α=1
µα dNα.
K (3.2) tedy přičteme hodnotu E0α a integrujeme podle Nα za konstantních hodnot T , V ,
A =
%∑
α=1
∫ Nα
0
−kT ln
(
Λ−3α V Qint,α
tα
)
+ E0α + µ
ex
α dtα =
= −kT
%∑
α=1
Nα
[
ln(Λ−3α eV ) + lnQint,α
]
+
%∑
α=1
NαE
0
α + kT
%∑
α=1
Nα lnNα + A
ex =
=
%∑
α=1
Nα
[
−kT ln
(
Λ−3α V e
Nα
Qint,α
)
+ E0α + A¯
ex
α
]
,
(3.3)
kde
A¯exα =
∫ Nα
0
µexα dt, [T, V ].
Výsledek se liší od (3.1) pouze členem
∑
αNαE
0
α, což je v pořádku, neboť ke stejnému
výsledku lze dospět velmi jednoduše tak, že qα v (2.209) bude respektovat referenční
hladimu energie; nezávislé qα pouze nahradíme qα exp−βE0α a postupujeme stejně jako
při odvození (3.1).
Z poslední rovnice (3.3) je dále zřejmé, že A je možno vyjádřit pomocí parciálních
veličin A¯∗α, A¯
ex
α
A =
%∑
α=1
Nα
(
A¯∗α + A¯
ex
α
)
,
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kde
A¯∗α = −kT ln
(
Λ−3α V e
Nα
Qint,α
)
+ E0α, (3.4)
přičemž je z (3.2) zřejmé, že
A¯∗α = µ
∗
α − kT. (3.5)
Před tím, než budeme pokračovat v odvozování termodynamických vztahů, uvedeme
definice pojmů, kterých budeme v dalším používat.
3.1.2 Parciální veličiny
Parciálními veličinami X¯, rozumíme v této práci takové veličiny, pro něž platí
X(Z,N ) =
%∑
α=1
NαX¯α, (3.6)
kde Z jsou nezávislé proměnné. Na místo počtu částic N může vystupovat i jiná (exten-
zivní) proměnná vyjadřující množství, zejména látkové množství n (viz dále).
Nepředpokládáme však, že nutně musí platit
X¯α(Z,N ) =
(
∂X
∂Nα
)
Z,Nβ
. (3.7)
Tomu tak je tehdy a jen tehdy, pokud je veličina X homogenní funkcí N 1. stupně (ve
smyslu Eulerovy věty o homogenních funcích). V tomto případě platí (viz [271])
X(kN ) = kmX(N ), k,m ∈ R,
kde m označuje stupeň, z čehož, po vyjádření derivací a dosazení k = 1, plyne
X(kN ) = m
%∑
α=1
Nα
(
∂X
∂Nα
)
Z,Nβ
,
což pro m = 1 dává (3.6), přičemž platí (3.7).
Je evidentní, že pro Helhmoltzovu energii systému
A =
%∑
α=1
NαA¯α,
(3.7) neplatí, neboť potom by muselo platit
A¯α =
(
∂A
∂Nα
)
T,V,Nβ
= µα,
což je ve sporu s definicí A¯α, neboť platí (3.5).
Veličinou, pro níž (3.7) platí, je např. objem systému V . Zvětší-li se množství všech
látek v systému k-krát při konstantních hodnotách proměnných T , P , zvýší se k-krát i
objem systému. V je tedy homogenní funkcí N 1. stupně.
Lze ukázat, že platí následující: Jestliže změna extenzivní veličny X systému podle
složení Nα probíhá za konstantní teploty a tlaku systému, potom je homogenní funkcí N
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a platí (3.7). Pokud je tedy termodynamická veličina X definována jako funkce T , P , je
homogenní funkcí N , takže platí (3.7)3.
Na rozdíl od Helhmoltzovy energie, Gibbsova energie systému G(T, P,N ) homogenní
funkcí 1. stupně je. Z definice chemického potenciálu (2.117) pak plyne, že chemickým
potenciálem je parciální Gibbsova energie, tj.
G(T, P,N ) =
%∑
α=1
Nαµα. (3.8)
Pro změnu A(T, V,N ) za konstantních T , P vyjdeme z
dA = −S dT − P dV +
N∑
α=1
µα dNα /(1/∂Nα)T,P,Nβ(
∂A
∂Nα
)
T,P,Nβ
= −P
(
∂V
∂Nα
)
T,P,Nβ
+ µα,
neboli
A¯α = µα − PV¯α, (3.9)
což souhlasí s (3.5) pro ideální plynný systém, ježto parciální objem ideálního systému je
V¯ ∗α =
kT
P
= V ∗α ,
a je roven částicovému objemu. V případě ostatních parciálních termodynamických funkcí
lze dospět k jejich vyjádření stejným postupem jako pro A¯α; podstatné je, že jejich vzá-
jemné vztahy mají stejný tvar jako extenzivní veličiny popisující celý systém (dále viz
např. [272,273]).
3.1.3 Termodynamické funkce systému a STF
Definujme nejprve standardní stav.
Standardní stav Standardním stavem plynné látky rozumíme stav ideálního plynného
systému (i hypotetického) obsahujícího čistou složku za teploty systému a standarního
tlaku P ◦. Podle doporučení IUPAC je hodnota standardního tlaku 100 kPa (1 bar). Do
r. 1982 byla tato hodnota 101.325 kPa (1 atm) [275]. V této práci je volena hodnota 1
bar. Zmiňme se krátce o konvenci používané v této práci. V souladu s [273] označujeme
horním indexem ◦ standardní stav čisté látky nebo směsi plynů řídící se stavovou rovnicí
ideálního plynu za teploty systému a standardního tlaku P ◦. Stav čisté látky nebo směsi
3 Podstatné je totiž to, že podíl přírůstku extenzivní veličiny ∆X/∆Nα se v půběhu přidávání látky
α nemění. V případě, konstantního V , se v systému postupně mění koncentrace této látky, pokud je však
konstantní aktuální koncentrace ∆Nα/∆V , je konstantní i tlak, poněvadž P =
∑
α f(∆Nα/∆V ). Je tedy
jasné, že pro funkci tlaku X(T, P,N) je za konstantních T , P konstantní hodnota derivace v průběhu
infinitesimálních přídavků látky α, což vyjádřeno integrálem∫ Nα
0
(
∂X(T, P,N)
∂Nα
)
T,P,Nβ
dNα =
(
∂X
∂Nα
)
T,P,Nβ
Nα.
Takže platí (3.7) a X je homogenní funkcí N 1. stupně.
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plynů řídící se stavovou rovnicí ideálního plynu za teploty a tlaku systému označujeme
horním indexem ∗. Rozdíl X − X∗ = Xex, udávající odchylku od ideálního chování,
označujeme horním indexem ex.
Nechť objem systému odpovídající standardnímu tlaku je NkT/P ◦. Dosadíme-li tento
objem na místo objemu systému V do A¯∗α v (3.4), obdržíme
A¯∗α = −kT ln
(
Λ−3α Qint,α e
kT
NαP ◦
)
+ kT ln
kT
P ◦V
+ E0α =
= A¯◦α + kT lnNα + kT ln
kT
P ◦V
,
(3.10)
kde
A¯◦α = −kT ln
(
Λ−3α Qint,α e
kT
P ◦
)
+ E0α = µ
◦
α − kT.
Veličiny A¯◦α, resp. µ
◦
α označují standardní parciální Helhmoltzovu energii, resp. standardní
chemický potenciál. Vyjádříme-li chemický potenciál jako funkci daných hodnot T , P ,
potom pro ideální složku vyplývá z dosazení NkT/P ◦ za V do (3.2) vztah (3.5), tak,
že zadaný tlak systému P odpovídá objemu systému V dle NkT/P . Dosazením tohoto
výrazu pro V do první rovnice v (3.10) a přičtením kT podle (3.5), vyjde
µ∗α = −kT ln
(
Λ−3α Qint,α
kT
NαP ◦
)
+ kT ln
P
P ◦
− kT lnN + E0α =
= µ◦α + kT ln
Nα
N
+ kT ln
P
P ◦
,
(3.11)
kde
µ◦α = −kT ln
(
Λ−3α Qint,α
kT
P ◦
)
+ E0α. (3.12)
Gibbsova energie systému je podle (2.116) integrálem přes Nα z
∑
α µα za konstantních
hodnot T , P . Nicméně již bylo dokázáno, že µα je parciální Gibbsovou energií, pro niž
platí (3.8). Vzájemný vztah mezi A¯α a µα udává (3.9).
Všechny uvedené vztahy byly odvozeny pro počty částic Nα. V chemii je však obvyklé
vyjadřovat složení systému pomocí látkového množství n = N/NA. Tvar příslušných
rovnic se nezmění, neboť (
∂
∂Nα
)
T,V,Nβ
=
1
NA
(
∂
∂nα
)
T,V,nβ
. (3.13)
Jelikož R = NAk, stačí ve všech vztazích pro A, popř. G a vztazích pro parciální veli-
činy, nahradit k molární plynovou konstantou R a Nα látkovým množstvím nα. Tím se
parciální částicové veličiny transformují na parciálních molárních veličiny.
Pro G(T, P,n), resp. A(T, V,n) lze tedy podle (3.11), resp. (3.10) psát
G =
%∑
α=1
nα
(
µ◦α + RT lnxα + RT ln
P
P ◦
+ µexα
)
, (3.14)
kde xα = nα/n, je molární zlomek látky α, resp.
A =
%∑
α=1
nα
(
A¯◦α + RT lnnα + RT ln
RT
P ◦V
+ A¯exα
)
, (3.15)
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kde výrazy v závorkách představují zřejmě parciální molární veličiny µα, resp. A¯◦α.
Ke vztahům (3.14) a (3.15) vedla poměrně přímočará cesta. Výchozím vztahem byla
celková PF systému, z níž byla určena hodnota A tak, aby respektovala referenční hladinu
energie. Směšovací člen se v uvedených vzorcích objevuje pouze jako důsledek toho, že
PF multikomponentového systému je vyjadřuje součin (2.209). Dále se vycházelo pouze
z definičního vztahu pro chemický potenciál, vztahů pro totální diferencály a ze vztahů
pro homogenní funkce.
K týmž výsledkům lze ovšem dojít i zcela jinou cestou, jež vychází pouze z termo-
dynamiky, bez vztahu k PF systému. Tento druhý způsob obvykle vychází z tzv. limitní
metody (general limit method) a je používán v termodynamice plynů [273,274]4.
Absolutní a relativní termodynamické veličiny
Pokud systém obsahuje pouze čistou látku α za teploty T ve standardním stavu, z (3.15),
resp. (3.14) plyne
A¯◦α(T )− A¯◦α(0) = A◦α(T )− A◦α(0), µ◦α(T )− µ◦α(0) = G◦α(T )−G◦α(0),
přičemž podle (3.9)
A◦α(T )− A◦α(0) = G◦α(T )−G◦α(0)−RT, (3.16)
kde A◦α, resp. G
◦
α je standardní molární Helmholtzova energie, resp. standardní molární
Gibbsova energie látky α.
A¯◦α a µ
◦
α jsou zde definovány tak, že byly vztaženy k referenční hladině energie pomocí
E0α, která byla definována pro referenční teplotu 0 K, kdy je evidentní, že zároveň platí
µ◦α(0) = A¯
◦
α(0) = E
0
α.
Je třeba si uvědomit následující. Uvedené vztahy mezi termodynamickými veličinami
(např. mezi A, G, i parciálními) jsou konzistentní pouze v případě, že se týkají relativních
hodnot těchto veličin, tj. X(T )−X(Tref), vztažených k téže referenční teplotě Tref , nebo
v termodynamickém smyslu absolutních hodnot Xα(T ) − Xα(0) + E0α, kdy Tref = 0.
Absolutní hodnotou U(0), resp. H(0) by pak bylo právě E0α. Z PF systému, jak bylo
již dříve řečeno, lze získat i absolutní hodnoty těchto veličin. Pouze z PF čisté látky to
není možné, nicméně absolutní hodnotu entropie čisté látky z PF možné získat je; podle
výsledků pro kanonický soubor v odd. 2.2.1 lze entropii interních disktrétních stavů částice
vyjádřit jako
S◦α(T ) = −R
∑
k
Pk lnPk,
pro T → 0 se částice nachází pouze v základním stavu s degenerací wX , a tedy
S◦α(0) = R lnwX .
Pro A◦α(0), resp. G
◦
α(0) zřejmě platí
lim
T→0
A◦(T ) = lim
T→0
−RT lnwX + E0α = E0α = G◦(0).
4 Třebaže (3.14) lze najít v každé učebnici, (3.15) uvádí z citované literatury pouze [274], rovnice
(146). Ve zmíněné práci může být poněkud matoucí, že standardní tlak je volen 1 atm, a to tak, že na
místě P ◦, stojí ve vzorcích pouze jednička.
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Pro tepelné kapacity C◦p,α, C
◦
v,α za 0 K platí
C◦p,α(0) = lim
T→0
(
∂H◦α
∂T
)
T,P
= 0 = C◦v,α(0),
jelikož H◦α, U
◦
α jsou pro 0 K rovny E
0
α. Je proto obvyklé tabelovat hodnoty čistých látek
standardních funkcí G◦(T ) (nebo veličinu od ní odvozenou), S◦(T ), Cp(T ), ale hodnotu
H◦(T )−H◦(0) [29,30]. Výše uvedené standarní funkce (STF) je zvykem zavést tak, aby
nezávisely na referenční hodnotě energie, takže se u standardní molární Gibbsovy, resp
Helhmoltzovy energie neuvažuje člen E0α.
Redukovaná Gibbsova energie a referenční teplota
V termodynamice je však obvyklé, definovat E0α jako standardní molární slučovací en-
thalpii ∆fH◦Tref , eventuálně jako standardní molární slučovací vnitřní energii ∆fU
◦
Tref
. Pod-
statné je, že tyto hodnoty jsou vztaženy k zadané referenční teplotě Tref tak, že platí
µ◦α(Tref) = ∆fH
◦
Tref ,α
− Tref S¯◦α(Tref), (3.17)
A¯◦α(Tref) = ∆fU
◦
Tref ,α
, − Tref S¯◦α(Tref), (3.18)
přičemž
lim
Tref→0
∆fU
◦
Tref ,α
= ∆fH
◦
Tref ,α
. (3.19)
Chemický potenciál lze pak podle (3.17) pro referenční teplotu Tref zapsat jako
µ◦Tref ,α(T ) = G
◦
α(T )−G◦α(Tref) + ∆fH◦Tref ,α − Tref S¯◦α(Tref), (3.20)
poněvadž
G◦α(T )−G◦α(Tref) = µ◦α(T )− µ◦α(Tref),
kde podle (3.12) je
µ◦α(T )− µ◦α(0) = G◦(T ) = −RT ln
(
Λ−3α Qint,α
RT
P ◦
)
, (3.21)
a kde v souladu s tím, co bylo řečeno, neuvažujeme v G◦ člen E0α, takže G
◦(T ) = 0.
Referenční teplota nebývá vždy volena 0 K5, nelze proto zaměnit standardní slučovací
vnitřní energii a enthalpii. Pokud Tref 6= 0, je možné vyjít z následujícího. Jelikož G =
H − TS, platí (index α dále vynecháváme)
G◦(T )−G◦(Tref) = G◦(T )− [H◦(Tref)−H◦(0)] + TrefS◦(Tref),
neboli
G◦(T )−G◦(Tref)− TrefS◦(Tref) = G◦(T )− [H◦(Tref)−H◦(0)] = −TΦ◦(T ),
kde funkce Φ◦(T ) definována jako
Φ◦(T ) = −G
◦(T )− [H◦(Tref)−H◦(0)]
T
, (3.22)
5 Většinou je buď 0 K, [29] nebo 298,15 K [30, 31]. Hodnoty doporučené CODATA jsou vzhledem
k 298,15 K.
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se obvykle nazývá redukovaná Gibbsova energie (tempered Gibbs energy). Jelikož S¯◦α =
S◦α, je možné vyjádřit (3.20) podle (3.17) pomocí Φ
◦
µ◦α(T ) = ∆fH
◦
Tref ,α
− TΦ◦α(T ). (3.23)
Teplotní závislosti STF Φ◦, H◦(T )−H◦(0), S◦ a C◦p bývají tabelovány formou tabulky
nebo pomocí aproximačních koeficientů [29, 32]. Tabulky JANAF [30] definují místo Φ◦
funkci gef, gef◦ = −Φ◦ za referenční teploty 298,15 K. V principu je však možno veškeré
STF obdržet pouze z Φ◦ (viz dále).
Jelikož bývají tabelovány především ∆fH◦Tref (např. [29, 30,185]), a je jasné, že
A¯◦α = µ
◦
α −RT, Tref = 0, (3.24)
vzniká otázka, jak získat odpovídající hodnoty ∆fH◦Tref , pokud Tref 6= 0. Je možno je
obdržet na základě definičního vztahu pro ∆fH◦Tref .
Standardní slučovací enthalpie
Standardní slučovací enthalpie (teplo) látky C je definováno jako změna enthalpie reakce,
při níž vzniká jeden mol látky C z prvků v jejich referenčních stavech
ν1E◦1 + ν2E◦2 + · · ·+ νiEi + · · ·+ νLE◦L → C◦, (3.25)
tak, že vznikající sloučenina je ve standardním stavu [32, 271]. E◦i označuje referenční
stav prvku Ei. Referenčním stavem prvku rozumíme jeho stabilní stav za zvoleného stan-
dardního tlaku P ◦ a dané teploty Tref [275]. Pokud prvek tvoří za daných podmínek více
stabilních modifikací, je jako referenční stav vybrána nejstabilnější z nich [176]. ∆fH◦Tref (C)
je tedy rovno reakčnímu teplu reakce (3.25). Na místo pojmu referenční stav prvku, po-
užitý IUPAC, se často používá i pojem standardní stav prvku [176,271]. Pojem stability
chemické látky je podle IUPAC [275] definován změnou reakční Gibbsovy energie ∆rG◦.
Z dvou různých látek (v našem případě různých modifikací prvku) A◦, B◦ je stabilnější
A◦, pokud pro reakci (či přeměnu modifikace) A◦ → B◦, je ∆rG◦ > 0. ∆fH◦Tref prvku
v referenčním stavu za jakékoliv Tref je podle dopuručení IUPAC rovno nule. V zásadě je
možno zvolit libovolnou hodnotu, protože prvky jsou navzájem nezávislé, jelikož v che-
mických systémech nepředpokládáme jaderné přeměny.
Přepočet z ∆H na ∆U nebo opačně pak vychází z faktu, že při reakci platí pro změnu
enthalpie
∆H = ∆U + ∆(PV ).
Jelikož pro kondenzované fáze za standardního tlaku platí
∆(PV ) ≈ 0,
stačí se zabývat pouze plynnou fází a určit ∆(PV ) při reakci. Vyjdeme-li ze stavové
rovnice ideálního plynu nebo rovnou z U◦ = H◦ −RT , pro reakci (3.25) dostáváme
∆fU
◦
Tref
= ∆fH
◦
Tref
−
∑
i
νiRTref , (3.26)
kde součet probíhá přes plynné reaktanty a plynný produkt C (pro nějž ν = 1).
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Vztahy pro STF
Na základě (3.21) a (3.23) je jasné (dále, pokud to není nezbytné vynecháváme index
označující látku), že Φ◦ po dosazení z definičního vztahu (3.22) pro referenční teplotu
Tref bude
Φ◦Tref (T ) = R ln
(
Λ−3Qint
RT
P ◦
)
+
H◦(Tref)−H◦(0)
T
, (3.27)
kde poslední člen stojí namísto −S◦α(Tref) v (3.20). V prvé řadě je patrné, že
Φ◦Tref (T ) = Φ
◦
0(T ) +
H◦(Tref)−H◦(0)
T
,
přičemž Φ◦0 ≡ Φ◦ lze podle (3.27) rozepsat na součet
Φ◦ = Φ◦tr + Φ
◦
int, (3.28)
v němž je translační složka6
Φ◦tr(T ) = R ln
(
Λ−3
RT
P ◦
)
(3.29)
a interní složka
Φ◦int(T ) = R lnQint. (3.30)
Na základě znalosti Φ◦ lze získat všechny ostatní STF. Jelikož lze snadno odvodit, že
v jednosložkovém systému [
∂(G/T )
∂T
]
P
= −H
T 2
,
bude ve standardním stavu po zavedení TΦ◦ = −G◦ platit
T 2
(
∂Φ◦
∂T
)
P=P ◦
= H◦(T )−H◦(0). (3.31)
Tato rovnice platí samozřejmě pro jakoukoliv konzistentně zadanou referenční teplotu,
nicméně z hodnoty pro Tref = 0 lze vždy určit hodnotu pro libovolnou Tref . Derivací
H◦(T )−H◦(0) v (3.31) obdržíme C◦p
C◦p =
(
∂[H◦(T )−H◦(0)]
∂T
)
P=P ◦
=
[
∂
∂T
T 2
(
∂Φ◦
∂T
)
P=P ◦
]
P=P ◦
=
= T 2
(
∂2Φ◦
∂T 2
)
P=P ◦
+ 2T
(
∂Φ◦
∂T
)
P=P ◦
.
(3.32)
Konečně entropie v souladu s G = H − TS je
S◦(T ) = Φ◦(T ) +
H◦(T )−H◦(0)
T
. (3.33)
6 Do Φ◦tr zahrnujeme i složku odpovídající integraci přes konfugurační prostor systému neinteragujících
částic, tedy RT/P ◦, ne jen Qtr podle (2.205).
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Přepočet STF na různé referenční teploty a standardní tlaky
Označme danou standardní funkci za různých podmínek X◦Z1 , X
◦
Z2
, kde Z = P ◦, Tref .
Přepočet X◦ z hodnoty Z1 na Z2 je pak zřejmě
X◦Z2 = X
◦
Z1
+ ∆ZX
◦, (3.34)
kde
∆ZX
◦ = X◦Z2 −X◦Z1 . (3.35)
Pro změnu standardního tlaku P ◦1 na P
◦
2 se STF změní následovně. Z (3.27) plyne
∆P ◦Φ
◦ = R ln
P ◦1
P ◦2
. (3.36)
Ježto platí (3.33), změní se i S◦.
Ostatní jmenované STF změna standardního tlaku neovlivní, jelikož vychází z derivace
podle teploty. Derivace konstantního výrazu ∆P ◦Φ◦ je nulová. Je tedy jasné, že
∆P ◦Φ
◦ = ∆P ◦S◦.
Změna referenční teploty z T1 na T2 má za následek následující změny. Z definičního
vztahu pro Φ◦ (3.22) plyne po dosazení do (3.35)
∆TrefΦ
◦ =
H◦(T2)−H◦(T1)
T
. (3.37)
Ježto je
H◦(T )−H◦(Tref)
enthalpie pro zadanou Tref , dosazením T1, T2 do (3.35) za Tref ihned vyjde
∆Tref [H
◦(T )−H◦(Tref)] = H◦(T1)−H◦(T2). (3.38)
Změna entropie vychází ze vztahu (3.33), z čehož po dosazení z (3.37) a (3.38)
∆TrefS
◦ = ∆TrefΦ
◦ +
∆Tref [H
◦(T )−H◦(Tref)]
T
= 0.
Pro změnu C◦p podle (3.32) a dosazením z (3.38) plyne
∆TrefC
◦
p =
(
∂∆Tref [H
◦(T )−H◦(Tref)]
∂T
)
P=P ◦
= 0.
Na volbě Tref závisí pouze Φ◦ a H◦(T )−H◦(Tref).
3.2 Výpočet STF
3.2.1 Translační složka
Jak bylo uvedeno, viz (3.28), je možné separovat Φ◦ na složku Φ◦int odpovídající vnitřní
složce PF a složku Φ◦tr odpovídající translačním stupňům volnosti a konfiguračnímu inte-
grálu. Jelikož Φ◦ určuje ostatní STF, platí pro všechny STF
X◦ = X◦tr +X
◦
int.
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Výpočet STF vzhledem k 0 K udávají vztahy (3.29)–(3.33), přepočet na Tref 6= 0 vztahy
(3.34)–(3.38), čímž jsou za daných hodnot P ◦, Tref všechny definované STF látky určeny
jednoznačně. Podle (3.29) je
Φ◦tr(T ) = R ln
[(
2piMkT
NAh2
)3/2 RT
P ◦
]
= R
(
5
2
lnT +
3
2
lnM − konst.
)
, (3.39)
kde konst. ≈ 3.664 87 pro P ◦ = 105 Pa, M označuje molární hmotnost zadanou v g/mol.
Odtud, dosazením Φ◦tr postupně do (3.31),(3.33) a (3.32) pro translační složky plyne
[H◦(T )−H◦(0)]tr = 52 RT, (3.40)
S◦tr(T ) = R
(
5
2
lnT +
3
2
lnM − konst. + 5
2
)
, (3.41)
C◦p,tr(T ) =
5
2
. (3.42)
3.2.2 Vnitřní složka
Dosazením Φ◦int z (3.30) do vztahů (3.31)–(3.33) je možné určit zbývající STF. Deri-
vace Φ◦int je možno určit ze vztahů pro modely popisující vibrace a rotace odpovídajících
přibližných metod, případně i numericky. V případě přímé sumace je však výhodnější
definovat [176]
Qint(T ) =
∑
i
wi e
−Ei/kT , (3.43)
Qint(T ) = T
∂Qint
∂T
=
∑
i
(
Ei
kT
)
wi e
−Ei/kT , (3.44)
Qint(T ) =
∂
∂T
(
TQint
)
=
∑
i
(
Ei
kT
)2
wi e
−Ei/kT , (3.45)
kde wi určuje statistickou váhu stavu i. Odtud, dosazením definovaných funkcí Qint, Qint
pro odpovídající derivace Qint do vztahů (3.31), (3.32), kde Φ◦int je dáno (3.30), vyjde
[H◦(T )−H◦(0)]int
RT
=
Qint
Qint
, (3.46)
C◦p,int(T )
R
=
Qint
Qint
−
(
Qint
Qint
)2
. (3.47)
Vnitřní stupně volnosti
O vnitřních stupních volnosti již bylo pojednáno v kap. 2, odd. 2.2.3 v souvislosti s mole-
kulárním hamiltoniánem a separaci elektronové a jaderné složky, vedoucí k Born-Oppen-
heimerově aproximaci (BO). Elektronovou i jadernou vlnovou funkci je možno vyjádřit
ve formě součinu
ψ(ξ) = ψ(q)ψs(s)
dvou příspěvků tak, že jeden závisí na konfiguračních souřadnicích q, druhý na spino-
vých souřadnicích s. Statistická váha je určena jak symetrickými vlastnostmi elektronové
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funkce včetně spinového příspěvku, tak i symetrií jaderné vlnové funkce, a tedy spinem
jader. V obecném případě je úloha nalezení patřičné statistické váhy jednotlivé diskrétní
vlastní hodnoty řešitelná pomocí teorie grup [72–75]. V konkrétních případech je však
možno nalézt jednoduché explicitní vyjádření, zejména pokud jde o dvouatomové mole-
kuly (viz [60,61]).
V nulovém přiblížení je možno celkovou vlnovou funkci molekuly Ψ vyjádřit jako
součin
Ψ = ψe ψv ψr ψtr ψns,
v němž ψv značí vibrační vlnovou funkci, ψr rotační vlnovou funkci, ψtr translační funkci
a ψns funkci jaderného spinu (elektronový spin je již obsažen v ψe).
Vibrační stavy jsou závislé na elektronovém stavu a rotační stavy závisejí jak na vib-
račním, tak na elektronovém stavu. V případě víceatomových molekul je však možno
rozlišovat řadu různých pohybů molekuly, které již byly zmíněny v odd. 2.2.3, především
vnitřní rotaci způsobenou torzním pohybem, inverzi (např. u NH3) a pseudorotaci u cyk-
lických molekul. O molekulárních pohybech a případně i aplikaci teorie grup pojedná-
vají učebnice teoretické spektroskopie (např. [60,61,74,75,190,276–278]), další literatura
již byla uvedena v úvodní části práce 1.2. Na tomto místě není možné se spektrosko-
pií podrobněji zabývat, uvedeme proto jen přehled nejzákladnějších pojmů, nutných pro
výpočet PF.
Pohybový stav molekuly je vyjádřen kvantovanými momenty hybnosti, které jsou
reprezentovány pomocí kvantových čísel, což jsou buď nezáporná celá čísla či násobky
1/2. Tato kvantová čísla charakterizují určitý druh molekulárního pohybu a je možno je
použít na vyjádření celkové energie daného vibračně-rotačního stavu (viz např. [60]).
Statistická váha jaderného příspěvku
Reprezentace celkové Ψ je určena direktním součinem neredukovatelných reprezentací Γ
příslušných složek
Γ(Ψ) = Γ(ψe)⊗ Γ(ψv)⊗ Γ(ψr)⊗ Γ(ψtr)⊗ Γ(ψns). (3.48)
Celková statistická váha pak odpovídá charakteru reprezentace v dané grupě symetrie,
což je možno zjistit jednoduchým výpočtem pomocí tabulky charakterů7.
Statistická váha příslušející jednotlivým stupňům volnosti bude ještě zmíněna dále
při popisu molekulárních termů. Je třeba se zmínit o váze příslušející jadernému spinu.
Sestává-li molekula z jader, z nichž α má spin Iα, přičemž nepůsobí-li žádná interakce, je
celková váha daná multiplicitou jaderného spinu
wn =
∏
α
(2Iα + 1). (3.49)
Jelikož se běžně neuvažují přeměny jader, je hodnota wn konstantní. Jaderný spin se
proto v tzv. praktických hodnotách STF [175, 176] vůbec neuvažuje. V této „praktickéÿ
aproximaci se neuvažují zvlášť jednotlivé možné kombinace jader příslušející různým izo-
topům, které mají samozřejmě určitý vliv na vibračně-rotační i elektronové hladiny, nýbrž
se molekuly daného druhu považují za identické (tedy i jádra), přičemž celková hmotnost
7 Nejpoužívanější grupou, nepostradatelnou ve vibrační spektroskopii, je bodová grupa symetrie,
vycházející z geometrie molekuly, obecněji definovanou grupu zahrnující i nerigidní molekuly představuje
molekulová grupa symetrie (molecular symmetry group, MS).
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molekuly je dána přirozeným izotopickým zastoupením, tak, že platí (3.49). Z uvedené
aproximace obecně vychází i tato práce. Tento předpoklad však není možné, alespoň
pokud jde o přímou sumaci, splnit vždy zcela důsledně. Za určitých okolností je váha
rotačních hladin určité symetrie molekul ovlivněna jaderným spinem jinak, než váha
odpovídajích hladin antisymetrických, o čemž se ještě zmíníme později. Jádra s celočísel-
ným spinem se řídí Eistein-Boseho statistikou, jádra se spinem rovným lichému násobku
1/2, Fermi-Diracovou a tím je určena symetrie vlnové funkce vzhledem k permutaci ja-
der. Uvažujeme-li grupu permutací pro danou molekulu, kde počet permutací M iden-
tických jader je M !, bude existovat právě M !/σ vlastních funkcí, takových, že náleží
stavům odpovídajícím takovým permutacím jader, že žádné dvě z takových permutací
nelze navzájem přeměnit rotací (tzv. permutace ekvivalentní rotaci, equivalent rotation,
kdy R : ψA → ψB, tak, že ψA = ψB) jim odpovídajících konfigurací molekuly (takové
konfiguraci se někdy říká rámec, framework) [72]. Celková vlnová funkce je dána jako
symetrická resp. antisymetrická lineární kombinace vlastních funkcí jednotlivých rámců.
Počet permutací ekvivalentních rotaci je σ, jež bývá zváno číslem symetrie. Toto číslo tedy
udává počet permutací transformujících ψA → ψA, jež odpovídá nějaké rotaci rámce A.
V případě přímé sumace je tento požadavek splněn tím, že se explicitně uvažuje správná
statistická váha každé hladiny. Pokud se pro výpočet STF používá přibližných metod,
vychází rotační PF z předpokladu rozlišitelných jader. Jsou-li však jádra v molekule ne-
rozlišitelná, je potom nutné dělit rotační PF počtem permutací ekvivalentních rotaci σ.
Samozřejmě existuje kromě toho ještě vliv slabé interakce mezi jadernými spiny a
spinem elektronové vlnové funkce (např. ortho- a para-vodík).
Molekulární termy
Bylo již řečeno, že jednotlivé molekulární stavy jsou navzájem závislé. V souladu se
zavedenou symbolikou běžnou ve spektroskopii lze diskrétní hladinu s energií Ej rozepsat
jako
Ej
hc
= T ie + F
i
v(J) +G
i(v) + . . . , i = 1, 2, . . . ,
J = J imin, J
i
min + 1, . . . , J
i
max, v = 0, 1, . . . , v
i
max, (3.50)
kde h je Planckova konstanta, c rychlost světla, J vyjadřuje hodnotu rotačního kvantového
čísla, v značí vibrační kvantové číslo. F iv(J) udává hodnotu vlnočtu (neboli energii termu
v cm−1) rotačního stavu J pro zadaný vibrační stav v a elektronový stav i. Hodnota J
reprezentuje možnou hodnotu celkového momentu hybnosti molekuly J , jehož velikost je
dána jako
|J | =
√
J(J + 1) ~.
Gi(v) udává vlnočet vibračního stavu v v elektronovém stavu i a T ie značí energii i-tého
elektronového termu odpovídající konfiguraci jader v minimu potenciální energie. Je zvy-
kem pro charakterizaci stavu vybrat kromě energie kompatibilní složky impulsmomentu,
konkrétně
Jˆ2 ψ = J(J + 1)ψ, Jˆζ ψ = MJ ψ, (3.51)
což samozřejmě platí obecně, kdy
[Jˆζ , Jˆ2] = 0.
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Jako MJ označujeme projekci do zvolené osy (obyčejně z). Je třeba říci, že pro identifikaci
rotačního stavu se kromě J , používají projekce do geometrické osy molekuly. V tom
případě, lze psát ∫
ψJKM Jˆz ψJKM dξ = MJ ≡ k. (3.52)
K obyčejně označuje projekci celkového impulsmomentu do osy molekuly, k jeho hod-
notu8. Pro dané J existuje právě 2J + 1 různých projekcí do zvolené osy s hodnotami
MJ = J, J − 1, J − 2, . . . ,−J.
V nepřítomnosti magnetického pole je těchto 2J + 1 hladin degenerováno.
Hodnoty J imin jsou určeny symetrií molekulárního stavu, J
i
max a v
i
max je možno získat
na základě znalosti průběhu potenciální energie. Kvantová čísla charakterizující daný stav
nemusí být nutně vždy stejná, což závisí na interakci mezi jednotlivými impulsmomenty.
Určitým případům lépe vyhovují specificky definovaná kvantová čísla.
Vztah (3.50) určuje energii Ej pro vybraný vibrační mod. V případě víceatomové
molekuly je třeba uvážit, že počet vibračních modů pro N atomovou molekulu je roven
3N −6 pro nelineární a 3N −5 pro lineární symetrii (bodové grupy symetrie C∞v, D∞h).
Neboli
Gi = Gi(v1, v2, . . . , vM), M = 1, . . . , 3N −m,
m =
{
5 C∞v nebo D∞h,
6 jinak,
(3.53)
kde m značí počet stupňů volnosti rotačního a translačního pohybu.
Efekty vyššího řádu nejsou v rovnici (3.50) explicitně vyjádřeny, v případě víceato-
mových molekul má interakce vibračních stavů s elektronovou vlnovou funkcí za následek
Renner-Tellerův a Jahn-Tellerův efekt, popř. inverzi („deštníkový efektÿ) u molekul sy-
metrie Cnv (např. pro NH3; viz literaturu v odd. 1.2.1) 9.
Kromě toho ještě dochází k interakci rotačních a stavů a stavů elektronových, což má
význam i pro dvouatomové molekuly a určuje i hodnoty J imin v (3.50); pokud by k žádné
interakci nedocházelo, byly by tyto hodnoty stejně jako v případě vibračních stavů rovny
nule (viz např. [60,61]).
Kromě hodnoty Te, je obvyklé definovat ještě hodnotu T0, která je vztažena k nulové
hodnotě energie Ei0
T i0 = T
i
e + E
i
0, (3.54)
kde Ei0 určuje nejmenší možnou hodnotu energie. S použitím (3.50) je možno ji vyjádřit
jako
Ei0 = F
i
0(J
i
min) +G
i(0). (3.55)
Hodnotě T i0 odpovídá rovnovážná geometrie (r
i
0), jež se poněkud liší od rovnovážné
geometrie (rie) pro hodnotu T
i
e , neboť jde o střední hodnotu
∫
ψin r
i ψin dr pro nejnižší
8 Symbolika není vždy zcela jednotná. Zde se většinou přikláníme k označení použitém v [61]. Na
místo J pro celkový moment hybnosti, obvyklého v QM nebo atomové spektroskopii, budeme v dalším
používat označení P .
9 Ve zmíněných případech není bodová grupa symetrie invariantní vzhledem k vibračním pohybům,
jindy např. vzhledem k vnitřní rotaci. Zde lze vycházet z již zmíněné obecnější definice MS grupy. Pro
klasifikaci operací symetrie nerigidních molekul byla původně definována permutačně-inverzní grupa (viz
např. [74]).
105
3. STANDARDNÍ TERMODYNAMICKÉ FUNKCE
možné vibračně-rotační stacionární stavy, tj. ty, které odpovídají Ei0 (geometrii značíme
zkráceně ri).
Ve spektroskopické praxi je běžné, že hodnota TXe popř. T
X
0 základního stavu molekuly
(X) se pokládá za nulovou, takže energie ostatních vyšších elektronových stavů nabývají
kladných hodnot. V případě dvouatomových molekul bývají v literatuře uváděny běžně
hodnoty Te, spolu s dalšími spektroskopickými konstantami [71], v případě víceatomových
molekul je obvyklé udávat hodnoty T0 [192] (vše lze rovněž nalézt na [188]).
Na tomto místě se nebudeme dále zabývat definováním a interpretací spektroskopic-
kých konstant, tím se zabývají monografie [60] a [61].
Přímá sumace
Pokud je známo celé spektrum vlastních hodnot molekulárního hamiltoniánu, je možné je
přímo dosadit do vzorců (3.43)–(3.45). Takový případ je samozřejmě výjimečný. Budeme
proto vycházet z energií termů odpovídajících molekulárních pohybů o nichž byla řeč
v předchozím odstavci.
Nechť je nejnižší hladina energie molekuly dána hodnotou TX0 . Dále uvažujme 3 ro-
tační stupně volnosti a M vibračních, pro něž platí v = {v1, v2, . . . , vM}. Pro jednodu-
chost neuvažujme jiné jaderné vnitřní stupně volnosti (následující postup však zůstává
v platnosti i v obecnějším případě).
Jelikož na rotačních stavech nezávisí žádné další stupně volnosti, dosazením rotační
energie do (3.43)–(3.45) lze pro rotační složku složku psát
Qi,vr =
∑
J
wJ e
− hckT ∆F iv(J),
Q i,vr =
∑
J
wJ
(
hc
kT
∆F iv(J)
)
e−
hc
kT ∆F
i
v(J),
Q i,vr =
∑
J
wJ
(
hc
kT
∆F iv(J)
)2
e−
hc
kT ∆F
i
v(J),
(3.56)
kde ∆F iv(J) = F
i
v(J)− F iv(J imin) a wJ je statistická váha rotačního stavu J .
Označme
∆Gi(v) ≡ Gi0(v) = Gi(v)−Gi(0), 0 = {0, 0, . . . , 0},
(označení Gi0 je běžné ve spektroskopické literatuře). Odtud a dosazením (3.56) do (3.43)–
(3.45) obdržíme pro vibrační složku, nebo přesněji vibračně-rotační složku následující
vyjádření
Qiv =
∑
v
wv e
− hckT ∆Gi(v) Qi,vr ,
Q iv =
∑
v
wv
[(
hc
kT
∆Gi(v)
)
e−
hc
kT ∆G
i(v) Qi,vr + e
− hckT ∆Gi(v) Q i,vr
]
,
Q iv =
∑
v
wv
[(
hc
kT
∆Gi(v)
)2
e−
hc
kT ∆G
i(v) Qi,vr +
2
(
hc
kT
∆Gi(v)
)
e−
hc
kT ∆G
i(v) Q i,vr + e
− hckT ∆Gi(v) Q i,vr
]
.
(3.57)
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Sumace probíhá přes všechny možné vibrační stavy v tak, že pro každý z nich je podle
(3.56) určeno Qi,vr , Q
i,v
r a Q
i,v
r .
Stejně jako v předchozím případě dosadíme vyjádření (3.57) pro vibrační složku do
(3.43)–(3.45) pro určení elektronové složky pariční funkce a jejich derivací. Jelikož uvažu-
jeme toliko vázané stavy, další stupně volnosti již nepřichází do úvahy, a tak bude celková
vnitřní partiční funkce vázaných stavů molekuly rovna její elektronové složce. Pro vnitřní
složku partiční funkce obdržíme tedy následující vyjádření
Qint =
∑
i
wi e
− hckT ∆T i0 Qiv,
Qint =
∑
i
wi
[(
hc
kT
∆T i0
)
e−
hc
kT ∆T
i
0 Qiv + e
− hckT ∆T i0 Q iv
]
,
Qint =
∑
i
wi
[(
hc
kT
∆T i0
)2
e−
hc
kT ∆T
i
0 Qiv +
2
(
hc
kT
∆T i0
)
e−
hc
kT ∆T
i
0 Q iv + e
− hckT ∆T i0 Q iv
]
,
(3.58)
kde
∆T i0 = T
i
0 − TX0 .
Poněvadž je běžné pokládat TX0 = 0, bude v takovém případě ∆T
i
0 = T
i
0. Vztahy (3.43)–
(3.58) shrnují základní princip metody přímé sumace. Tento postup může být formulován i
pro Te, popřípadě modifikován s využitím hodnot STF pro příslušný stupeň volnosti [176].
Za předpokladů učiněných v předchozí kapitole, představuje výše popsaná metoda
přímé sumace nejpřesnější postup pro výpočet STF individuálních látek. Je však třeba
zdůraznit, že tento postup závisí na schopnosti určit diskrétní hodnoty energií včetně
odpovídajících mezí vmax, Jmax, po něž bude sumace probíhat.
3.2.3 Víceatomové molekuly
V tomto oddílu podáme toliko několik elementárních charakteristik nezbytných pro popis
víceatomových molekul, které jsou nezbytné pro výpočet STF. Více je možno najít v již
zmíněných monografiích a učebnicích spektroskopie, příp. v literatuře diskutované v 1.2.1.
I když je i pro víceatomové molekuly možné použít metodu přímé sumace, nebývá obvykle
k dispozici dostatek údajů, přičemž je i složitější výpočet a stanovení mezí kvantových
čísel, neboť musí vycházet z vicerozměrné PES. Je proto běžné vycházet z přibližných
modelů (viz odd. 1.2.1). Základním modelem použitým v této práci pro STF víceatomo-
vých molekul je harmonický oscilátor (HO) a tuhý rotor (RR), které představují nultou
aproximaci pro vibračně-rotační PF. O metodách řešení vibračně-rotační PF již byla řeč
v kap. 1, odd. 1.2.1.
Rozdělení molekul vychází obvykle z příslušnosti k bodové grupě symetrie a odpoví-
dajícího modelu molekulární rotace.
Rotace molekuly
Následující elementární výklad vychází především z klasické mechaniky; podrobnější a
obecnější zpracování je předmětem kapitol spektroskopie věnovaných mechanice molekul
(viz např. [44,67,68,74,276]).
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Nejjednodušší model pro popis rotace vychází z předpokladu, že molekula tvoří tuhé
těleso, v němž je celková hmotnost soustředěna do hmotných bodů reprezentujících atomy.
Lze ukázat, že libovolný pohyb lze složit jako součet rotačního a translačního pohybu
(Chaslesova věta, viz např. [279]).
Rychlost rotačního pohybu hmotného bodu je
v = ω × r,
kde r je okamžitá poloha hmotného bodu vzhledem k libovolnému bodu definovanému
v ose rotace a ω vektor úhlové frekvence. Moment hybnosti je pak
P = r × p = mr × (ω × r). (3.59)
Dosazením ze vztahu pro rychlost lze pro kinetickou energii T psát
2T = mv · (ω × r) = mω · (r × v),
což lze vyjádřit pomocí momentu hybnosti
2T = ω · P . (3.60)
Uvažujme nyní molekulu jako soustavu hmotných bodů. Soustava souřadnic budiž spo-
jena s molekulou, při tom souřadnice jednotlivých atomů jsou vzhledem k ose otáčení
procházející počátkem konstantní.
Moment hybnosti celé molekuly je součtem momentů hybnosti všech atomů vzhledem
k danému bodu, tedy, po dosazení složek ω a ri do vektorového součinu v (3.59) vyjde
Px =
∑
i
mi[ωx(y
2
i + z
2
i )− ωyxiyi − ωzxizi],
Py =
∑
i
mi[−ωxxiyi + ωy(x2i + z2i )− ωzyizi],
Pz =
∑
i
mi[−ωxxizi − ωyyizi + ωz(x2i + y2i )],
neboli, s použitím maticové symboliky
P = Iω, (3.61)
kde I je symetrický tenzor (elipsoid) momentu setrvačnosti a ω sloupcový vektor. Z vy-
jádření pro Px, Py, Pz, plyne
Ikl = −
∑
i
mirk,irl,i = Ilk, Ikk =
∑
i
mi(r
2
j + r
2
l ), j, k, l = 1, 2, 3,
kde indexy jsou 1 ≡ x, 2 ≡ y, 3 ≡ z.
Kinetická energie je podle (3.60) a (3.61)
2T = ωT Iω = Ixxω2x + Iyyω
2
y + Izzω
2
y − 2Ixyωxωy − 2Ixzωxωz − 2Iyzωyωz. (3.62)
Nediagonálním prvkům Ikl se někdy říká deviační momenty. Otázkou nyní je, jak
diagonalizovat matici momentu setrvačnosti, neboli zda lze najít takové osy otáčení, aby
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deviační momenty byly nulové. Odpověď je jednoduchá. Stačí požadovat, aby pro takové
osy platilo
Iω = λω,
z čehož
(I− λE)ω = 0, det(I− λE) = 0, (3.63)
kde λ je konstanta a E jednotková matice. Vlastní čísla λ = λ1, λ2, λ3, jimž odpovídají
vzájemně orthogonální vlastní vektory ω = ω1, ω2, ω3, určují momenty setrvačnosti
vzhledem k hledaným osám. Tyto osy mají stejný směr jako vlastní vektory ω, jsou
vzájemně kolmé a nazývají se hlavní osy. Momenty setrvačnosti kolem hlavních os (hlavní
momenty setrvačnosti) se rovnají vlastním číslům a jsou obyčejně označovány IA, IB, IC .
Poněvadž je matice I diagonální, kinetická energie podle (3.62) přejde na
T =
1
2
(IAω
2
A + IBω
2
B + ICω
2
C) =
P 2A
2IA
+
P 2B
2IB
+
P 2C
2IC
. (3.64)
Podle hodnot momentů setrvačnosti lze rozdělit molekuly do několika skupin (viz
zejména [61]). Pokud IA = IB = IC , molekula se označuje jako sférický rotor spherical top,
pokud jsou momenty kolem dvou os stejné, označuje se jako symetrický rotor symmetric
top, pokud IA 6= IB 6= IC , označuje se jako asymetrický rotor asymmetric top. Posledním
případem je, pokud jsou dva momenty setrvačnosti stejné, zatímco třetí je nulový (příp.
zanedbatelný). To je případ lineárních molekul. Důležité je, že některá z hlavních os
koinciduje s osou symetrie (pokud existuje). Do stejných skupin lze rozdělit molekuly na
základě symetrie, tedy podle příslušnosti k bodové grupě.
Zapíšeme-li kvantovanou velikost impulsmomentu jako
√
J(J + 1)~ (viz (3.51)), ener-
gie termu příslušející nějaké ose bude podle (3.64)
Tr
hc
= F (J) =
P 2X
2IX
=
J(J + 1)h
8pi2c IX
= X J(J + 1), X = A,B,C, (3.65)
v níž X definuje zároveň rotační konstantu
X =
h
8pi2c IX
, X = A,B,C. (3.66)
Hladina zadaná hodnotou J má statistickou váhu 2J + 1. Jako IA označme dále
moment setrvačnosti vzhledem k nejvýše četné ose.
Lineární molekuly IA = 0 10, IB = IC . Bodové grupy C∞v, D∞h. Pro energii rotačního
termu podle (3.66) platí
F (J) = BJ(J + 1)−DJ2(J + 1)2 + . . . ,
kde podle (3.66) je
B =
h
8pi2c IB
,
a D představuje konstantu centrifugální distorze, D  B. Z hlediska symetrie lze kla-
sifikovat rotační hladiny podobně jako je tomu u dvouatomových molekul. Jak již bylo
10 Přísně vzato, IA je nulový pro elektronový stavu molekuly s nulovým impulsmomentem, což je
případ převážné většiny základních elektronových stavů. Ovšem i v případě nenulového impulsmomentu
elektronového základního stavu, je jeho příspěvek zanedbatelný.
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řečeno dříve, je celková vlastní funce v nulté aproximaci bez uvažovaní jaderného spinu
a translace
ψ = ψeψvψr.
Jestliže je celková ψ symetrická k operaci inverze jak elektronů, tak jader, je příslušná ro-
tační hladina nazývána pozitivní, jestliže je antisymetrická, nazývána je negativní. Pokud
má molekula střed symetrie, tj. pro bodovou grupu D∞h, hraje roli navíc to, zda je cel-
ková ψ symetrická nebo antisymetrická vzhledem k operaci reflexe vzhledem k rovině σh
procházející středem a kolmé k mezijaderné ose (tj. vzájemné výměně identických jader),
rotační hladina nazývá se potom symetrická nebo antisymetrická vzhledem k jádrům.
U lineárních molekul se středem symetrie se liší statistické váhy symetrických hladin od
vah antisymetrických hladin. Je-li jaderný spin nulový (s možnou výjimkou u středového
atomu) je váha antisymetrických hladin rovna nule. V případě nenulového spinu, záleží
statistická váha rotační hladiny na jaderném spinu odpovídajících dvojic identických ja-
der (viz dále např. [61], str. 16–18). Další vlastnosti z hlediska symetrie zde již nebudou
uváděny (viz dále [61,74,75]), podstatné skutečnosti pro výpočet PF přímou sumací bu-
dou ještě uvedeny u dvouatomových molekul. Při výpočtu „praktickýchÿ hodnot STF
se obvykle tento problém ve vysokoteplotní limitě řeší pouze zavedením čísla symetrie
σ = 2, o němž již byla řeč.
Symetrický rotor IB = IC 6= IA. Bodové grupy Cn, Cnv, Cnh, Dn, Dnd, Dnh pro
n ≥ 3. Má-li molekula nejméně trojčetnou osu souměrnosti, koinciduje s hlavní osou
vzhledem k níž je určen hlavní moment setrvačnosti IA. Tato osa se obvykle nazývá
geometrická osa (figure axis). Projekce momentu hybnosti ve směru geometrické osy má
konstantní složku P z (3.52). Celková hodnota P ≡ J je konstantní v prostoru, kolem níž
probíhá nutace P z, přičemž zde Pz ≡ PA. P z ≡K, velikost J je tedy
J = K,K + 1, K + 2, . . . , 11
Celková energie termu je dána (3.64). Velikost energie vzhledem ke geometrické ose je
P 2A/2IA, ke dvěma kolmým osám P
2
B/2IB + P
2
C/2IC . Platí však
P 2B + P
2
C = N
2 = P 2 − P 2A.
Jelikož IB = IC , je
Tr =
P 2A
2IA
+
P 2 − P 2A
2IB
. (3.67)
P 2A ≡ P 2z ≡ K2, velikost je K2~2, dále P 2 = J(J + 1)~2, z čehož dosazením do vztahu pro
T a vydělením hc obdržíme
F (J,K) = BJ(J + 1) + (A−B)K2,
kde A je definována analogicky B, viz (3.66). Pokud je vzata v úvahu i centrifugální
distorze, je nutno zahrnout další konstanty DJ , DJK , DK  A,B
F (J,K) = BJ(J + 1) + (A−B)K2 − DJJ2(J + 1)2 − DJKJ(J + 1)K2 −
− DKK4.
(3.68)
11 hodnota K se obvykle značí k, takže k = J, J − 1, J − 2, . . . ,−J .
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Pokud IA < IB jedná se o „protáhlýÿ (prolate) symetrický rotor, molekuly jsou nepla-
nární, typicky grupy Cnv; Je-li IA > IB, jde o „zploštělýÿ (oblate) symetrický rotor, grupy
Dnh. Inverzí jader neplanárních molekul vzniká konfigurace (rámec), jíž nelze získat rotací
(viz výše diskusi o statistické váze). Existují proto vždy dvě zrcadlové modifikace, které
mohou navzájem přecházet obyčejně pouze průchodem skrze značně velkou potenciálovou
bariéru. Váhy hladin neplanární molekuly jsou proto dvakrát degenerovány na rozdíl od
planárních molekul. Je-li však bariéra konečně velká, není degenerace úplná, ale existuje
slabé štěpení (inversion doubling). Pro K = 0, neuvažujeme-li štěpení, je statistická váha
wJ = 2J + 1, pro K > 0, wJ = 2(2J + 1). Z hlediska statistiky jader jsou opět různé
váhy pro různé hladiny. Hladiny s větší statistickou vahou se značí A, s menší vahou
E, u planárních molekul se navíc rozlišují hladiny A1 a A2 (více viz [61]). V obecném
případě více jak trojčetné osy je systematické přiřazení statistických vah přístupné na
základě teorie MS grup [74,75].
Sférický rotor IA = IB = IC . Bodové grupy Td, Th, Oh, O. Molekula má nejméně dvě
trojčetné nebo vícečetné osy. Momenty setrvačnosti vzhledem ke všem osám procházejícím
hmotným středem jsou stejné.
Jelikož PX = IXωX , kde X = B, C, a ježto se všechny momenty setrvačnosti rovnají,
potom, zvolíme-li IB
P = IBω.
Celkový moment hybnosti P koinciduje s osou rotace. Energie rotačního termu je stejně
jako v případě lineárních molekul
F (J) = BJ(J + 1)−DJ2(J + 1)2. (3.69)
Statistická váha rotačních hladin vyplývá z faktu, že lze sférický rotor považovat za
symetrický rotor v němž splývají hodnoty se stejným J a různým K. Celková statistická
váha hladiny je tedy wJ = (2J + 1)2. Statistika jader opět ovlivňuje statistickou váhu
rotačních hladin, u tetraedrických molekul se rozlišují hladiny A, E, F (dále viz [61]).
Asymetrický rotor IA 6= IB 6= IC . Bodové grupy C1, C2, Cs, Ci, D2, C2v, C2h,
D2d. Molekuly nižší symetrie než v předcházejících případech, s nejvýše dvojčetnou osou
symetrie. Na rozdíl od symetrického rotoru není konstantní žádná projekce P do zvolené
osy, tj. P z již nemá konstantní hodnotu. Rotační pohyb je pak komplikovanější a není
možné vyjádřit energii v uzavřeném tvaru jako v předchozích případech. Vektor P je
konstantní, určený hodnotami J = 0, 1, 2, . . .. V symetrickém rotoru každá hladina daného
J sestává z J + 1 hladin odlišné energie, odpovídající K = 0, 1, 2, . . . tak, že každá z nich,
je pro K > 0 dvojnásobně degenerována. V asymetrickém rotoru je tato dvojnásobná
degenerace sejmuta, takže pro dané J , existuje 2J + 1 hladin s různou energií. Štěpení
hladin daného K (K-type doubling) roste s hodnotou J a klesá s růstem K. Pro větší
odchylky od symetrického rotoru přestává být K validním kvantovým číslem. Z tohoto
důvodu se někdy označuje J dolním indexem τ , kde τ zastupuje K, neboli
τ = −J,−J + 1,−J + 2, . . . , J.
Momenty setrvačnosti je možno seřadit podle velikosti, aby IA < IB < IC a definovat
konstanty A, B, C stejně jako v předchozích případech podle (3.66). Lze pak rozlišit dva
limitní případy. První pro IB = IC definuje prolate symetrický rotor s energií podle (3.68)
F (J,K) = BJ(J + 1) + (A−B)K2,
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druhý pro IB = IA definuje oblate symetrický rotor
F (J,K) = BJ(J + 1) + (C −B)K2.
Kvantitativní vzorec je podstatně komplikovanější, neboť energie není vyjádřena expli-
citně (viz např. [61,67,280], příp. asymptotický rozvoj pro výpočet PF [93,122]) a nebu-
deme je zde uvádět (dále viz též vzorec (3.90)).
Neplanární molekuly mají každou rotační hladinu Jτ dvakrát degenerovanou z důvodu
dvou zrcadlových konfigurací podobně jako neplanární molekuly symetrického rotoru.
Jedna hladina je vždy pozitivní, druhá negativní. Planární molekuly tuto degeneraci
postrádají. Jsou-li v molekule identická jádra, potom jsou opět statistické váhy rotačních
hladin závislé na jaderném spinu. Je možné je určit na základě teorie MS grup.
Výše uvedený orientační přehled umožňuje rozdělit molekuly na základě rotačních
vlastností a tím i podle symetrie. Údaje však nejsou postačující pro metodu přímé sumace,
neboť se zde nezabýváme přesným určováním statistických vah v případě identických
jader. Jak již bylo řečeno, je tato otázka řešena pouze zavedením čísla symetrie, což je
platné ve vysokoteplotní limitě.
Vibrace molekul
Dále se krátce zmíníme o vibračních pohybech. Na vibračním stavu závisí i uvedené
rotační konstanty, které zde byly uvedeny jako nezávislé.
Vibrace molekul jsou předmětem mnoha původních prací a monografií (viz též lite-
rární přehled 1.2.1 v kap. 1); teorie malých vibrací, která je základem pro interpretaci
infračervených a Ramanových spekter je detailně popsána v [276], podrobný výklad s men-
šími nároky na matematický formalismus je uveden v [61]. Nebudeme se proto zabývat
odvozením základních rovnic, nýbrž uvedeme pouze výsledky.
Uveďme však nejprve jednu skutečnost. Výchozím bodem pro studium vibračních po-
hybů v molekule je hyperplocha potenciální energie (PES), která představuje efektivní
potenciál pro daný elektronový stav, v rámci BO vyjádřený jako (2.198), pro nějž je
hamiltonián jaderných pohybů dán (2.200). Zavedeme-li zobecněné souřadnice q jako vý-
chylku složek kartézských souřadnic jednotlivých atomů v molekule z rovnovážné polohy,
je možné tuto potenciální energii zapsat obecně jako
V − Ve =
∑
i,j
aij qiqj +
∑
i,j,k
aijk qiqjqk + . . . , (3.70)
kde Ve představuje hodnotu potenciální energie v minimu (obyčejně Ve = 0), a koeficienty
aij =
∂2V
∂qi∂qj
∣∣∣∣
q=0
, aijk =
∂3V
∂qi∂qj∂qk
∣∣∣∣
q=0
. (3.71)
V harmonické aproximaci je vratná síla přímo úměrná výchylce z rovnovážné polohy.
Konstanta úměrnosti je silová konstanta, která je rovna koeficientu aij, neboť −(∂V/∂qi)
je rovno odpovídající složce této síly. Matice druhých, příp. vyšších derivací je možné
po transformaci souřadnic diagonalizovat a získat harmonické frekvence vibračních modů
pro symetrie určené bodovou grupou, příp. i anharmonické frekvence [276, 281]. PES
tedy obsahuje podstatné informace: určuje frekvence vibračních modů a samozřejmě též
rovnovážnou geometrii vzhledem k minimu Ve.
Již bylo řečeno v kap. 1, odd. 1.2.1, PES v obecném případě víceatomových molekul
je možno získat nejen z experimentálních dat, což není běžné, ale snáze z teoretických
112
3.2. Výpočet STF
výpočtů ab initio. V takovém případě se však obvykle tyto PES získávají na základě
proložení vypočtené energie vhodnou funkcí, tvaru (3.70) nebo i jiném, v závislosti na
vnitřních souřadnicích (rovnovážná mezijaderná vzdálenost, vazebné úhly, dihedrální úhly
atd.), které se pak transformují a příslušné matice diagonalizují (viz např. [95,96,98,199]
a přehled literatury v odd. 1.2.1).
V harmonické analýze je obvyklé zavést normální souřadnice ξ tak, aby kvadratická
forma z prvního členu (3.70) přešla (Ve = 0) na
V =
1
2
M∑
i=1
λiξ
2
i , (3.72)
kde M je s vyloučením rotace a translace 3N − 6, popř. 3N − 5 v případě lineárních
molekul a
λi = 4pi
2ν2i = ω
2
0,i,
tak, že normální souřadnice je
ξi = ξ
0
i cos(ω0,it+ ϕi).
Jde tedy o harmonické kmity zadávající normální vibraci i (mod), zadané harmonickou
kruhovou frekvencí ω0,i, s fází ϕi a amplitudou ξ0i
12.
Pro klasickou kinetickou energii pak (vzhledem k tomu, že se definuje ξ0i ∼ m−1/2i )
Tv =
1
2
M∑
i=1
ξ˙i =
1
2
M∑
i=1
p2i , (3.73)
kde
pˆi =
∂
∂ξi
představuje impulsmoment (hybnost) vibrace i spojenou s normální souřadnicí ξi.
Pohyb N -atomové molekuly je pak vyjádřen jako superpozice 3N nezávislých pohybů,
zadaných souřadnicemi ξ, z nichž M (viz výše) popisuje vibrační pohyb.
Dosazení potenciálu V z (3.72) do Schrödingerovy rovnice [61, 63, 236] získáme 3N
rovnic
1
ψi
∂2ψi
∂ξ2i
+
8pi2
h2
(Ei − 12λiξ
2
i ) = 0, i = 1, 2, . . . , 3N,
s řešením
ψi(ξi) = Nvi e
−(αi/2)ξ2i Hvi(
√
αiξi), (3.74)
kde Nvi je normalizační konstanta, vi je vibrační kvantové číslo, vi = 0, 1, 2, . . ., αi =
2piνi/h a Hvi(
√
αiξi) představuje Hermiteův polynom stupně vi. Platí, že H0 = konst. a
12 V spektroskopické nomenklatuře je symbolem ω míněn vlnočet
ω =
ω0
2pic
=
ν
c
.
Jelikož je běžné udávat místo energie hodnoty dělené hc, odpovídající vlnočtu v cm−1, ve stejných jed-
notkách se udávají i ostatní energetické veličiny. Symbolem ν se většinou značí fundamentální frekvence,
opět v jednotkách cm−1. Ve výše uvedených vzorcích je však zřejmě ν opravdu frekvence v s−1.
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tedy existuje i v případě nejnižšího vibračního stavu nenulová zbytková energie (nulový
bod energie, zero point energy). Dále pro celkovou vibrační funkci platí
ψ(ξ) =
M∏
i=1
ψi(ξi).
Vibrační term v harmonické aproximaci je
G(v) = ω1(v1 + 1/2) + ω2(v2 + 1/2) + . . .+ ωi(v1 + 1/2) + . . . .
Pokud je nějaký ze stavů degenerován, potom, např. pro a, b a ωa = ωb je
ωa(va + 1/2) + ωb(vb + 1/2) = ωi(vi + 1),
obecně pro degeneraci di
G(v) =
∑
i
ωi(vi + di/2).
Statistická váha dané vibrace je
wvi =
(
vi + di − 1
vi
)
,
takže váha vibračního stavu pro v = {v1, v2, v3, . . .} je pak
wv =
∏
i
wvi .
V případě, že vibrace nejsou zcela harmonické, dochází ke štěpení degenrovaných hladin.
Zavedeme-li polární souřadnice ξa = ρi cosϕi, ξb = ρi sinϕi, kde vektory výchylek
z rovnovážné polohy degenerovaných vibrací jsou vzájemně kolmé, tak že úhel ϕi je zadán
hodnotou vazebného úhlu, je možné vyjádřit řešení dvakrát degenerované vlastní funkce
jako
ψi = e
−(α/2)ρ2i F livi(
√
αiρi) e
±i liϕi ,
kde li nabývá hodnot
li = vi, vi − 2, vi − 4, . . . , δ, δ =
{
0 vi sudé
1 vi liché,
(3.75)
a kde F livi(
√
αiρi) představuje sdružené Laguerrovy polynomy [44,61,63].
Jsou-li vibrace anharmonické, je možno pro nejvýše dvakrát degenerované vibrace
psát [61, 176,190]
G(v) =
∑
i
ωi(vi + di/2) +
∑
i, j≥i
xij(vi + di/2)(vj + dj/2) +
+
∑
i, j≥i, k≥j
yijk(vi + di/2)(vj + dj/2)(vk + dk/2) +
∑
i, j≥i
gijlilj + . . . ,
(3.76)
kde xij, yijk jsou konstanty anharmonicty, degenerace di je rovna jedné nebo dvěma a
konstanta gij 6= 0, pokud di > 1.
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Na místo (3.76) je často vhodnější definovat relativní hodnotu vzhledem k energii
nulového bodu (ZPE)
G0(v) = G(v)−G(0),
případně fundamentální frekvenci νi v případě jediného vi = 1
νi = G(0, 0, . . . , vi, . . .)−G(0) = G0(0, 0, . . . , vi, . . .), vi = 1. (3.77)
Pro ZPE podle (3.76) platí
G(0) =
∑
i
ωi
di
2
+
∑
i, j≥i
xij
didj
4
+
∑
i, j≥i, k≥j
yijk
didjdk
8
+ . . . (3.78)
Odtud je možné vyjádřit hodnoty G0(v)
G0(v) =
∑
i
ω0i vi +
∑
i, j>i
x0ijvivk +
∑
i, j≥i, k≥j
y0ijkvivjvk +
∑
i, j≥i
gijlilj + . . . , (3.79)
kde
ω0i = ωi + xii di +
1
2
∑
j 6=i
xij dj +
3
4
yiii d
2
i + . . . , (3.80)
x0ij = xij +
∑
i, j≥i, k 6=i,j
yijk
dk
2
+ . . . , (3.81)
y0ijk = yijk + . . . (3.82)
Fundamentální frekvence νi definovaná v (3.77) je podle (3.79) a (3.80)–(3.82)
νi = ω
0
i + x
0
ii + y
0
iii + gii + . . . = ωi + xii(1 + di) +
1
2
∑
j 6=i
xij dj + gii + . . . (3.83)
Pro účely výpočtu PF a STF je někdy vhodnější definovat G0(v) v poněkud odlišném
tvaru než (3.79) a (3.80)–(3.82) [88,176].
Konstanty anharmonicity xij, yijk, jsou známy pouze pro omezený počet molekul a
jejich základní stav. Použití konstant vyššího řádu jako je yijk sice umožňuje přesnější
popis hladin vibrační energie v oboru, pro nějž jsou určeny, avšak mimo tento obor, který
je zpravidla v blízkém okolí rovnovážné geometrie, může odchylka od „správnéÿ hodnoty
snadno narůst do větších hodnot než v harmonické aproximaci. Mocninný rozvoj stupně
dva nebo tři obecně nevystihuje růst energie v závislosti na v až k disociační limitě. Pro
odhad vibračních hladin by bylo nutno uvažovat ještě další údaje, jako jsou disociační
energie D0 (index 0 znamená, že je vztažena k ZPE). D0 je však vztažena k disociaci
vazby, což jen přibližně odpovídá (pokud vůbec) definici normální vibrace, o níž byla řeč.
V (disociační) limitě je vi = vmax,i rovno maximální hodnotě (může být i ∞), platí
∆G0(vi) = 0, nebo
∂G0
∂vi
= 0,
∂2G0
∂v2i
< 0,
kde
∆G0(vi) = G0(vi + 1)−G0(vi).
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V těchto vztazích vystupuje vibrační mod i, který byl však definován pro harmonické
vibrace, s rostoucím vi roste též vzájemná interakce vibrací, což ruší jejich vzájemnou ne-
závislost. Tento fakt je patrný již v (3.83). Dalším efektem jsou náhodné degenerace, jako
je Fermiho a Darling-Dennisonova rezonance [68, 85]. Výše uvedené vzorce pro výpočet
G(v) představují spektroskopickou aproximaci, jež je vhodná pro popis níže excitovaných
vibračních stavů, tj. v okolí rovnovážné geometrie, ale obecně není vhodná pro přímou
sumaci, kdy je nutno uvažovat stavy až po disociační limitu.
Ve výpočtu PF je proto nahrazena přímá sumace, jež by vycházela z uvedených vzorců
nekonečným součtem od vi = 0 až do∞, čímž se obejde potřeba stanovovat horní hranici
kvantových čísel. Otázkou samozřejmě zůstává, nakolik je takový postup validní z důvodu
neadekvátnosti konečného mocninného rozvoje pro energie blížící se disociační limitě.
V obecnějším případě víceatomových molekul jsou vzorce pro korekce na HO dosti složité
[88], ve zjednodušeném tvaru jsou uvedeny spolu s odkazy v [176] 13.
Interakce vibrace a rotace
V předchozích odstavcích byla řeč o rotaci a vibraci molekul, které byly chápány jako
nezávislé. Tento předpoklad představuje nultou aproximaci, kdy klasický hamiltonián lze
zapsat pro HO a RR podle (3.64), (3.73) a (3.72) jako
H =
P 2A
2IA
+
P 2B
2IB
+
P 2C
2IC
+
1
2
∑
k
p2k +
1
2
∑
k
λkξ
2
k ∼ Hˆ0.
Vyjádření pro interakci mezi vibrací a rotací vyplývá z poruchové teorie, v níž se k výše
uvedenému hamiltoniánu přidají další členy (např. [61,67,68,276]).
V prvé řadě je jasné, že i v harmonické aproximaci je celkový moment hybnosti P dán
součtem momentů rotačních a vibračních, tj. namísto složek P 2X budou v čistě rotačním
příspěvku hamiltoniánu členy (PX − pX)2, kde celkový vybrační moment je klasicky∑
imi(ri×vi). Po transformaci do normálních souřadnic lze složku vibračního momentu
zapsat jako
pX =
∑
i<k
p
(i,k)
X =
∑
i<k
ζ
(X)
ik (ξipk − ξkpi),
kde pi, pk jsou vibrační momenty odpovídající spojených s normálními souřadnicemi ξi,
ξk. Uvedená korekce na vyjadřuje příspěvek Coriolisovy interakce; rotační pohyb je jí
ovlivněn pokud pk 6= 0. Konstanta ζ(X)ik závisí na rovnovážných mezijaderných vzdále-
nostech, hmotnosti jader a silových konstantách. Tento příspěvek je v případě vibrace
většinou větší než vliv centrifugální distorze.
V případě, že molekula je v nějakém rotačním stavu, tato rotace má za následek vznik
odstředivé a Coriolisovy síly; v čistě rotačním stavu exituje pak pouze síla odstředivá,
jež má za následek centrifugální distorzi. Vliv centrifugální distorze je popsán konstan-
tami D 14.
V daném vibračně-rotačním stavu rovnovážná geometrie určena jako střední hodnota
rr,v = r =
∫
ψr,v r ψr,v dr.
13 Publikované vztahy jsou v [88] natolik komplikované, že pokud by měly být použity na výpočet
STF, bylo by třeba projít celý postup jejich odvození, jelikož pravděpodobnost typografických chyb je
vysoká.
14 Coriolisova interakce v rotující molekule mezi vibracemi i, j nastává pouze tehdy, pokud je v direkt-
ním součinu reprezentací Γvib,i⊗Γvib,j zastoupena neredukovatelná reprezentace odpovídající rotaci [61].
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V předchozích odstavcích bylo řečeno, že rovnovážná geometrie je určena minimem poten-
ciální energie Ve. Tomu odpovídá rovnovážná geometrie re. V každém případě je střední
mezijaderná vzdálenost r závislá na vibračně-rotačním stavu, tato střední hodnota pak
definuje nový moment setrvačnosti, který má odlišnou hodnotu od hodnoty vztažené k re,
tj.
IX,e 6= IX,r,v
a určuje efektivní rotační konstanty X 15.
Pokud vyjádříme čistě rotační příspěvek k centrifugální distorzi konstantami D, budou
jak tyto, tak konstanty A, B, C záviset na vibračním stavu, což je možno popsat pro
vibraci i interakčními konstantami αi jako
αi = α
(harm.)
i + α
(anharm.)
i + α
(Coriol.)
i .
Tyto příspěvky budou tedy ovlivňovat i hodnotu rotačních konstant X = A, B, C
X[v] = Xe −
∑
i
αXi (vi + di/2) +
∑
i, j≥k
αXij (vi + di/2)(vj + dj/2) + . . . , (3.84)
kde jsou tyto příspěvky shrnuty do konstant αi.
Zcela analogicky jako v případě G0 je též možné definovat konstanty X0
X0 = Xe −
∑
i
αXi
di
2
+
∑
i, j≥i
αXij
didj
4
+ . . . . (3.85)
Pro výpočet STF se dále definují poněkud upravené vztahy rotačních termů s použitím
konstant X0 (viz dále [88,176]).
Vzorce pro výpočet rotačních hladin se změní jen málo. Všude se jednoduše nahradí
konstanty X hodnotami X[v], závislými na v.
Lineární molekuly Pro lineární molekuly v případě nedegenerovaných vibrací platí
F[v](J) = B[v]J(J + 1) − D[v]J2(J + 1)2 + . . . , (3.86)
zatímco pro degenerované vibrace nutno uvažovat vibračního moment l, tudíž
F[v](J) = B[v][J(J + 1)− l2] − D[v][J(J + 1)− l2]2 + . . . .
Jelikož však hodnota G(v) závisí v tomto případě podle (3.76) na
∑
i giil
2
i , do tohoto
členu se obvykle zahrnuje také hodnota B[v]l2, D[v]l2. Celková energie vibračně-rotačního
termu lineární molekuly je tedy dána součtem G(v) a F[v](J) podle (3.76) a (3.86), kde∑
ij
gijlilj =
∑
i
giil
2
i .
O Coriolisově interakci již byla řeč výše. Její příspěvek je zahrnut v konstantách αi a
je reprezentován hodnotou ζik pro i 6= k.
15 To samozřejmě platí jen orientačně. Je třeba si uvědomit, že střední hodnota1/IX 6= 1/IX. Efektivní
hodnota konstant X ∼1/IX tedy není prostý podíl s jmenovatelem IX.
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Symetrický rotor Rotační energii je možno zapsat jako
Tr =
(P A − pA)2
2IA
+
(PB − pB)2
2IB
+
(P C − pC)2
2IC
,
kde pro symetrický rotor IB = IC . Pro složky vibračního momentu platí pA = pC = 0.
Složka pC může být paralelní nebo antiparalelní vzhledem ke geometrické ose, což lze
označit jako pA = ±p.
Předešlou rovnici lze tedy rozepsat jako
P 2A + P
2
B + P
2
C
2IB
− P
2
A
2IB
+
P 2A
2IA
∓ pPA
IA
+
p2
2IA
.
Jelikož PA = K~ a p = ζi~, dá se energie rotačního termu vyjádřit
F[v](J,K) = B[v]J(J + 1) + (A[v] −B[v])K2 ∓ ζiA[v]K, (3.87)
kde poslední člen p2/2IA, jemuž odpovídá Aζ2i , není uvažován, jelikož závisí pouze na
ζi, což lze opět zahrnout do G(v). Zde se předpokládalo, že existuje jen jedna jednou
excitovaná degenerovaná vibrace.
Lze ukázat, že v případě vícenásobně excitovaných několika dvojnásobně degenerova-
ných vibrací, je možno vyjádřit Coriolisovu interakci (viz např. [61, 83,176]) jako
Fv,c(K) = −2A[v]
∑
i
±ζiliK, (3.88)
kde l je dáno podle (3.75). Dochází tedy i ke štepení hladin daného l, na složky −l a +l.
Ve vztahu (3.87) je pak nezbytné nahradit ∓ζiA[v]K vztahem (3.88).
Sférický rotor V případě nedegenerovaných vibrací postačí nahradit rotační konstanty
v (3.69) jejich efektivními hodnotami B[v], D[v].
V případě dvojnásobně degenerovaných vibrací, neobsahuje direktní součin reprezen-
tací E ⊗ E neredukovatelnou reprezentaci rotace16, tudíž nenastává ani štěpení hladin
vlivem Coriolisovy interakce (viz pozn. 14).
Třikrát degenerované vibrace vedou ke štepení hladin [61]
F (+)(J) = B[v]J(J + 1) + 2B[v]ζi(J + 1),
F (0)(J) = B[v]J(J + 1),
F (−)(J) = B[v]J(J + 1) + 2B[v]ζiJ.
(3.89)
Asymetrický rotor V tomto případě nenastává degenerace vibrací z důvodu symetrie.
Bylo již řečeno, že rotační term nemá explicitně vyjádřenu hodnotu energie. Rotační
hladiny je možno vyjádřit ve tvaru [61,67,68]
F[v],τ (J) =
1
2
(B[v] + C[v])J(J + 1) + [A[v] − 12(B[v] + C[v])]W
[v]
τ , (3.90)
kde W [v]τ je implicitně zadaná veličina, jež závisí na efektivních rotačních konstantách.
Coriolisova interakce je zahrnuta v konstantách αi, podobně jako v případě lineárních
molekul.
16 Ve všech bodových grupách přicházejících v tomto případě do úvahy má neredukovatelná reprezen-
tace rotace symetrii T ≡ F s příslušným dolním indexem (viz tabulky grup např. v [190,277,278]).
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Ve smyslu pozn. 15 je zřejmé, že efektivní momenty setrvačnosti I [v]X získané z efektiv-
ních konstant X[v] nejsou středními hodnotamiIX . Tento efekt je významný u planárních
molekul (např. grupy C2v), kdy pro momenty setrvačnosti platí
IC = IA + IB,
avšak nikoli pro efektivní hodnoty I [v]X , neboť je možné experimentálně zjistit defekt
∆ = I [v]C − I [v]A − I [v]B .
Tímto jsme popsali několik nejzásadnějších příspěvků interakce vibračních a rotačních
stavů. Dalšími efekty (např. interakce mezi náhodně degenerovanými vibracemi mezi něž
patří Fermiho a Darling-Dennisonovy rezonance), se zabývají např. [61, 67, 74]; odpoví-
dající příspěvek k STF je popsán v [85,176].
Mimo zmíněné interakce vibrace a rotace se v molekulách objevují také pohyby s vel-
kou amplitudou (large amplitude motion, LAM), při nichž se mění příslušnost k bodové
grupě symetrie; byla o nich řeč v přehledu literatury 1.2, odd. 1.2.1. Mezi těmito pohyby
je nejčastější vnitřní rotace.
Vnitřní rotace
Uplatňuje se v molekulách, kde se atomy nebo celé funkční skupiny mohou otáčet kolem
osy vytvořené chemickou vazbou. Typické příklady jsou dobře známy z organické chemie,
kdy se kolem jednoduchých vazeb mohou otáčet alkyly nebo jiné substituenty. V případě
vyšších energií je však možná rotace i kolem násobných vazeb, jako např. v molekule
ethylenu [151].
V případě vnitřní rotace je dostatečně nízká bariéra pro torzní vibrace. Pokud je
bariéra dokonce nulová, lze hovořit o volné rotaci (free rotation), pokud je nenulová,
označuje se obvykle jako brzděná rotace (hindered rotation).
Nejjednodušší je případ symetrického rotoru, v němž se kolem geometrické osy otáčejí
dvě skupiny atomů s momenty setrvačnosti I(1)A , I
(2)
A , jimž odpovídají konstanty A
(1), A(2).
Podle [151] (viz též [61,67]), je hodnota termu volné rotace
Ft(k1, k) =
A1A2
A
(
k1 − k A
A1
)2
,
kde k = k1 + k2, je projekce celkového momentu do geometrické osy, k = ±K, přičemž
indexy 1, 2 odkazují na první a druhou skupinu atomů. Předchozí vztah je možné upravit
a dosadit do vztahu (3.68), popř. (3.87) pro výpočet rotačního termu symetrického rotoru
[61], v němž AK = Ak1 + Ak2,
F (J,K, k1, k2) = BJ(J + 1) − BK2 + A1k21 + A2k22. (3.91)
Pro klasifikaci celkové rotační vlastní funkce je podstatná symetrie vzhledem k opera-
cím tvořícím určité grupy, (především „čtyřgrupyÿ, Four group), kdy celkový hamiltonián
zůstává invariantní vzhleden k operacím symetrie v této grupě (viz [67,282]). V obecném
případě, kdy se uvažuje silně asymetrická molekula jako je H2O2 se dvěma rotačními
bariérami, vychází klasifikace rotačních stavů a jejich statistických vah z rozšířené MS
grupy (extended molecular symmetry group, EMS). Korelační diagramy pro tento případ
a další podrobnosti uvádí [74].
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Základní metody pro výpočet STF obvykle vychází z modelu navrženého Pitzerem
a Gwinnem [146, 166, 167] pro symetrické rotory připojené k rigidní molekule (aplikace
viz též [61, 176]). Složitějším případem jsou asymetrické rotory [165, 283] (viz dále odd.
1.2.1).
V současné době je také možné využít numerického řešení příslušné rotační vlnové
rovnice při respektování symetrie [152,169–171].
Prakticky nejjednodušší postup, který vychází z modelu tuhých rotorů, jak je popsán
v [146], avšak pro obecně zadaný periodický potenciál v závislosti na torzních úhlech lze
formulovat následovně. Je-li možné vyjádřit potenciál pro závislost potenciálu na úhlu
φm vnitřní rotace rotoru m připojeného k tuhému rámci pomocí řady
Vm =
M∑
k=1
Vmk
2
(1− cos knmφm) =
M∑
k=0
νmk cos kφm,
kde nm udává počet minim v potenciálu a M může obecně konvergovat k nekonečnu, je
možno příslušnou Schrödingerovu rovnici transformovat na Hillovu rovnici ( [86], str. 406
a dále)
∂2u
∂x2
+ J(x)u = 0, (3.92)
kde J(x) je sudá funkce x, pro niž platí
J(x) = θ0 +
∞∑
k=1
θk cos 2kx. (3.93)
Řešení Hillovy rovnice (3.92), jejímž speciálním případem je Mathieuova rovnice (obsa-
huje jediný kosinový člen), je známo [86]. Na rozdíl od běžných metod, které vychází
z Mathieuovy rovnice [146], je tedy možné uvažovat mnohem obecnější potenciál Vm.
Několik poznámek k této metodě pro reálné x a algoritmus výpočtu je obsahem přílohy
k této práci (příloha k elektronické verzi je v archivním souboru prilohy.zip a obsahuje
tento text v suppl1.pdf). Metoda je použita na peroxid vodíku, kdy je patrné maximum
v hodnotě C◦p kolem cca 1000 K. Program na výpočet vlastních hodnot a vlastních funkcí
Hillovy rovnice vytvořený autorem této práce je k disposici (mathieu.zip v archivním
souboru prilohy.zip).
Výchozí aproximace pro výpočet STF
Bylo již řečeno, že nultou aproximaci představuje model tuhého rotoru (RR) a harmonic-
kého oscilátoru (HO). Do vztahu pro PF se dosadí součet exponenciálních členů s odpoví-
dajícími energiemi RR a HO. V případě RR lze vyjít přímo ze vztahů pro rotační term a
nahradit sumaci integrační formulí (případně Euler-McLaurinovým sumačním vzorcem)
a integrovat od 0 do nekonečna. Rozlišují se přitom pouze lineární a nelineární molekuly;
statistická váha v případě nerozlišitelných jader je určena na základě čísla symetrie. Apro-
ximace HO vychází ze vztahu pro G0(v), kdy se sčítají od 0 do nekonečna odpovídající
exponenciální výrazy s harmonickou energií v exponentu, což vede na součet geometrické
řady. Podle (3.30)–(3.33) je pak možno získat STF (viz např. [34,49,50]). Pro lineární mo-
lekuly lze rotační PF vyjádřit jako asymptotický rozvoj (viz např. [61] a odkazy tamtéž)
QRR =
kT
hcB
+
1
3
+
1
15
hcB
kT
+
4
315
(
hcB
kT
)2
+ . . . , (3.94)
120
3.2. Výpočet STF
kde první člen představuje klasický příspěvek, který je ve vysokoteplotní limitě podstatně
větší než další členy. Pokud se omezíme na teploty od cca298 K výše, jsou ostatní členy
zanedbatelné. Zavedením čísla symetrie (což je nutné pro D∞,h, kdy je zřejmě 2) obdržíme
QRR =
1
σ
kT
hcB
. (3.95)
Pro nelineární molekuly je pak
QRR =
1
σ
√
pi
ABC
(
kT
hc
)3
. (3.96)
I v případě nelineárních molekul bude vztah obsahovat další členy vyššího řádu. To
platí zejména v případě asymetrického rotoru, jehož energii nelze explicitně vyjádřit (viz
[61,93,122] a odkazy tamtéž). Někdy se na místo konstant dosazují odpovídající momenty
setrvačnosti, které se získávají odhadem z geometrie molekuly, nejsou-li konstanty A, B,
C dostupné (např. [29]) Ze vztahů (3.30)–(3.32) ihned po dosazení z (3.95) a (3.96) plyne
Φ◦RR(T )
R
= lnQRR = lnT − lnB − lnσ + ln k
hc
, (3.97)
[H◦(T )−H◦(0)]RR
RT
=
C◦p,RR(T )
R
= 1, (3.98)
pro lineární molekuly a
Φ◦RR(T )
R
=
3
2
lnT − 1
2
lnABC − lnσ + 1
2
ln
[
pi
(
k
hc
)3]
, (3.99)
[H◦(T )−H◦(0)]RR
RT
=
C◦p,RR(T )
R
=
3
2
, (3.100)
pro nelineární molekuly. V případě, že se uvažuje interakce vibrace a rotace, budou
v těchto vztazích vystupovat efektivní rotační konstanty. Kromě interakce s vibracemi
jsou, jak bylo uvedeno výše, hodnoty STF rotující moleluly ovlivněny centrifugální dis-
torzí (viz např. [80,81,157,175,176]).
V aproximaci HO součet všech harmonických příspěvků pro všechny nezávislé vibrace
i ve vztahu pro G0(v), vede k vyjádření
QHO =
M∏
i=1
(
1− e−ui)−di , (3.101)
kde di je degenerace vibrace i a
ui =
hc
kT
ωi. (3.102)
Odtud, podle (3.30)–(3.32)
Φ◦HO(T )
R
= −
M∑
i=1
di ln
(
1− e−ui) , (3.103)
[H◦(T )−H◦(0)]HO
RT
=
M∑
i=1
diui e
−ui (1− e−ui)−1 , (3.104)
C◦p,HO(T )
R
=
M∑
i=1
diu
2
i e
−ui (1− e−ui)−2 . (3.105)
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Vztahy (3.97), (3.98), popř. (3.99)–(3.100) reprezentují nultou aproximaci, která vy-
chází z modelu RR a HO. K této nulté aproximaci je dále možno přidávat korekce, jež
vyjadřují vliv všech dalších efektů vyššího řádu, o nichž byla řeč v předchozích odstavcích
(viz např. [79,85,88,175,176] a dále odd. 1.2.1). Ve vztahu (3.102) pro ui se však obvykle
uvažuje nikoliv harmonická frekvence ωi, nýbrž fundamentální frekvence νi (3.83), která
je experimentálně snáze dostupná 17 a zahrnuje vliv anharmonicity (z hlediska výpočtu
ab initio viz např. [130] a odkazy tamtéž).
Z toho, co bylo až dosud řečeno, je zřejmé, že model HO a RR lépe popisuje nejnižší
rotační a vibrační stavy, přičemž, i v případě zahrnutí anharmonických vibrací, jsou STF
vypočtené na základě spektroskopických modelů přiblížením, jež není korektní pro stavy
blížící se disociační limitě. K této skutečnosti přistupuje fakt, že elektronová PF je za
předpokladů, které byly učiněny pro to, aby bylo možno separovat PF individuálních
molekul, divergentní (viz odd. 2.3.1). Jsou-li brány v úvahu i elektronové stavy, bez toho,
aniž by byla aplikována na elektronovou PF renormalizační procedura, je nadto dosti
obtížné vůbec stanovit chybu výpočtu STF, případně konfidenční interval. Nicméně, po-
kud jsou elektronové stavy známy, je vhodné zahrnout je do výpočtu STF, neboť, zvláště
za uvažovaných teplot od 298 K do 50 000 K, budou tyto excitované stavy s hodnotami
T0 typicky 10−1–101 eV nezanedbatelně populovány. V souladu se závěry odd. 2.3.1 pak
a priori předpokládáme, že renormalizační váha, příp. obsazovací pravděpodobnost, je
pro tyto stavy blízká jedné.
Vztahy pro výpočet STF se zahrnutím elektronových stavů je možno odvodit z (3.43)–
(3.47) stejným postupem, jako (3.56)–(3.58). Odtud je možno rovnou vyjádřit STF. Rozdíl
oproti (3.56)–(3.58) je pouze v tom, že vibračně-rotační složka Qiv elektronového stavu i
již není určena přímou sumací, nýbrž na základě modelu RR, HO, případně složitějšího
modelu se zahrnutím korekcí.
Pro vibračně-rotační složku zřejmě
Qiv = exp
Φ◦,iv
R
.
Celkovou Qint lze vyjádřit jako
Qint =
∑
i
wi exp
(
− hc
kT
∆T i0
)
Qiv =
∑
i
wi exp
[
−
(
hc
kT
∆T i0 −
Φ◦,iv
R
)]
. (3.106)
Dosadíme-li toto vyjádření do vztahů (3.43)–(3.47), je možno dospět k následujícím vzta-
hům
Φ◦int
R
= ln
∑
i
wi exp
[
−
(
hc
kT
∆T i0 −
Φ◦,iv
R
)]
, (3.107)
[H◦(T )−H◦(0)]int
RT
=
1
Qint
∑
i
wi exp
[
−
(
hc
kT
∆T i0 −
Φ◦,iv
R
)]
×
×
[
hc
kT
∆T i0 +
[H◦(T )−H◦(0)]iv
RT
]
, (3.108)
17 Naopak výpočet fundamentálních frekvencí, zejména ab initio metodami pro vibrační Schrödinge-
rovy rovnici, jako představuje VSCF, VCI a pod., je o dost náročnější [125–128,130,284,285].
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C◦p,int(T )
R
=
1
Qint
∑
i
wi exp
[
−
(
hc
kT
∆T i0 −
Φ◦,iv
R
)]
×
×
{[
hc
kT
∆T i0 +
[H◦(T )−H◦(0)]iv
RT
]2
+
C◦,ip,v
R
}
−
{
[H◦(T )−H◦(0)]int
RT
}2
. (3.109)
Tyto vztahy platí obecně pro vibračně-rotační složky závislé na elektronovém stavu. Po-
kud není k disposici žádná informace o vibračně-rotační složce pro elektronové excitované
stavy i, je možno vyjít pouze ze složky pro elektronový základní stav QXv , jež nezávisí na
i. V takovém případě slouží T i0 jen jako korekce, neboť (3.106) přechází na
Qint = Q
X
v
∑
i
wi exp
(
− hc
kT
∆T i0
)
, X ≡ 1.
Elektronová PF a její derivace se pak určí přímou sumací zcela stejně jako (3.56).
Základní metoda pro výpočet STF víceatomových molekul použitá v této práci vy-
chází ze vztahů (3.95)–(3.105) pro rotační a vibrační složku a (3.106)–(3.109) pro elek-
tronové excitované stavy. Pouze v nevelkém počtu případů je pro vibračně-rotační složku
uvažována aproximace nad rámec uvedený v tomto oddílu. Pro účely výpočtů STF byl
autorem této práce vytvořen počítačový program, pomocí nějž byly vypočteny STF plyn-
ných látek od 298,15 do 50 kK, za standardního tlaku 1 bar. Výsledné hodnoty STF
jsou tabelovány ve formě aproximačních koeficientů a jsou součástí databázového sys-
tému [32] (viz úvodní kapitolu 1, odd. 1.1). Aproximace vypočtených hodnot STF byla
provedena metodou popsanou v [32] autorem uvedeného databázového systému [35] 18.
Aproximované hodnoty STF vycházející z výpočtů provedených autorem této práce jsou
spolu s odkazy na literaturu uvedeny v elektronické příloze k této práci (archivní soubor
prilohy.zip obsahuje soubory species, references.txt). Prostý seznam látek tvoře-
ných víceatomovými molekulami je uveden v příloze A na str. 233. Metodika popisovaná
v tomto oddílu se týká pouze látek tvořených víceatomovými molekulami. Kromě údajů
ve zmíněných souborech jsou všechny použité informace o látkách obsaženy ve vstupních
souborech k programu pro výpočet STF. Uvedený program na výpočet STF spolu se
všemi použitými vstupními soubory je k disposici na vyžádání.
3.2.4 Dvouatomové molekuly
Nejprve uvedeme základní charakteristiky význačné pro dvouatomové molekuly, na zá-
kladě nichž lze v rámci spektroskopického modelu určit spektrum energií a mezní kvantová
čísla.
Teoretický model dvouatomových molekul je samozřejmě jednodušší než v případě
víceatomových molekul. V zásadě jde o lineární molekuly D∞h, C∞v s jediným vibračním
modem. Platí pro ně tedy i vztahy uvedené dříve pro lineární molekuly. Zde si povšimneme
pouze specifických detailů.
Dvouatomové molekuly byly předmětem intenzivního výzkumu již od počátku roz-
voje teorie molekulových spekter (viz zejména [55–57]), a tak existuje obrovské množství
18 STF některých látek jsou však takto tabelovány do nižších teplot než do 50 kK. Množství takových
látek v uvažovaném systému, složeného z látek množiny E (viz úvodní kapitolu 1, odd. 1.1) lze za vyšších
teplot pokládat za zanedbatelné, takže se v uvažovaném systému za tlaků od 0,01–100 bar a teplot 298,15–
50 000 K nebudou vyskytovat. Pro některé z těchto látek byl autorem databázového systému stanoven
tzv. interval výskytu [286]. V teplotách mimo tento interval se látka nachází v jakémkoliv systému
v zanedbatelném množství (pod stanovenou hranicí molárního zlomku, obvykle 10−12 [286]).
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původních prací. Teorie spekter dvouatomových molekul je nejuceleněji podána v dnes
již klasické monografii [60]. Ve zmíněné monografii se nepoužívá teorie grup19.
Rotace dvouatomových molekul
Vztah pro rotaci je v případě, že závisí na vibračním stavu, vyjádřen (3.86). Rozdílem
ovšem je, že v tomto případě je moment setrvačnosti
IA = 0, IB = IC = µr
2, µ =
m1m2
m1 +m2
, (3.110)
kde µ je redukovaná hmotnost, tedy
T =
P 2
2µr2
.
Kinetická energie rotačního pohybu je dána pouze aktuální mezijadernou vzáleností r. Je
ekvivalentní rotaci hmotného bodu o hmotnosti µ kolem osy ve vzdálenosti r.
Stejně jako v případě víceatomových molekul jsou efektivní rotační konstanty závislé
na střední hodnotě převrácené hodnoty momentu setrvačnosti, tedy podle (3.66) po do-
sazení z (3.110)
Bv =
h
8pi2cµ
[
1
r2
]
,
což, analogicky (3.84), možno vyjádřit rozvojem
Bv = Be − αe(v + 1/2) + γe(v + 1/2)2 + . . . . (3.111)
Rotační konstanty D se dají rovněž vyjádřit jako rozvoj
Dv = De + βe(v + 1/2) + . . . , (3.112)
kdy vyšší konstanty než β jsou známy jen výjimečně. Zhruba platí, že D  B, αe  Be,
γe  αe, βe  De.
Dvouatomová molekula jako symetrický rotor Pokud existuje nenulová konstantní
složka projekce momentu hybnosti do mezijaderné osy, P z, P z ≡ P A, u níž probíhá nu-
tace kolem P , je rotace popsána tak jako odpovídá symetrickému rotoru na str. 110.
V takovém případě podle (3.67)
T =
P 2
2IB
− P
2
A
2IB
+
PA
2IA
. (3.113)
V případě prostého dvouatomového rotoru je složka PA zřejmě nulová. Jediný možný
nenulový moment je dán momentem hybnosti elektronového obalu L, S. Projekce L ve
směru osy je ±Λ~,
Λ = L,L− 1, L− 2, . . . , 0.
19 Teorii grup je samozřejmě možné využít pro stanovení statistických vah rotačních hladin i zde,
nicméně, na rozdíl od obecného problému víceatomových molekul, se prakticky veškeré výsledky dají
získat i bez nich.
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Pokud je velikost celkového moment hybnosti P vyjádřena kvantovým číslem J , potom
stejně jako v případě K u symetrického rotoru platí
J = Λ,Λ + 1,Λ + 2, . . . .
Dosazením za P A = ±Λ~ do (3.67) plyne pro vibrující rotor s elektronovým momen-
tem Λ
Fv(J) = BvJ(J + 1) + (A−Bv)Λ2 −DvJ2(J + 1)2 + . . . . (3.114)
Konstanta A závisí čistě na elektronovém stavu, proto se ve vzorcích pro Fv dále neuva-
žuje.
Vlastní funkce symetrického rotoru (např. [60,63,67,68]) je možno zapsat jako
ψr = ΘJ±ΛM(θ) ei±Λχ eiMJϕ, (3.115)
kde θ, χ, ϕ jsou Eulerovy úhly, které postupně představují úhel geometrické osy s osou
z pevnou v prostoru, azimutální úhel rotace kolem geometrické osy a azimutální úhel
rotace kolem osy z. MJ je magnetické kvantové číslo odpovídající projekci J z20. Tvar
této funkce je podstatný pro posouzení symetrie rotačních hladin (viz dále str. 129).
Vibrace dvouatomových molekul
Analogicky (3.76) lze G(v) zapsat jako
G(v) = ωe(v + 1/2)− ωexe(v + 1/2)2 + ωeye(v + 1/2)3 + ωeze(v + 1/2)4 + . . . , (3.116)
kde anharmonické frekvence je možno vyjádřit jako násobky ωe a konstant xe, ye, ze. Je
však zvykem udávat spíše ωexe, . . . .
Nulový bod G(0) je podle (3.116)
G(0) = 12 ωe − 14 ωexe + 18 ωeye + 116 ωeze + . . . , (3.117)
z čehož G0(v) = G(v)−G(0) vyjde
G0(v) = ω0v − ω0x0v2 + ω0y0v3 + ω0z0v4 + . . . , (3.118)
kde
ω0 = ωe − ωexe + 34 ωeye + 12 ωeze + . . . ,
ω0x0 = ωexe − 32 ωeye − 32 ωeze − . . . ,
ω0y0 = ωeye + 2ωeze + . . . ,
ω0z0 = ωeze + . . . .
(3.119)
Jediná vibrace v dvouatomové molekule vede pro r →∞ k maximální hodnotě Gmax =
G(vmax), v = vmax, kdy dochází k disociaci vazby. Disociační energie vztažená k minimu
potenciálu se obvykle značí D0e , zatímco D
0
0 označuje disociační energii vztaženou k G(0).
V prvé řadě platí
D0e = G(vmax) = D0 +G(0), D0 = G0(vmax), (3.120)
20 Pozor na definici Eulerových úhlů, viz pozn. 18 v [60], str. 118.
125
3. STANDARDNÍ TERMODYNAMICKÉ FUNKCE
přičemž neexistuje žádný vázaný vibrační stav nad hodnotou G(vmax) v disociační li-
mitě21.
Definujeme-li přírůstek mezi dvěma hladinami
∆Gv+1/2 = G(v + 1)−G(v) = G0(v + 1)−G0(v),
bude součet těchto přírůstků
D00 =
vmax∑
v=0
∆Gv+1/2.
Přírůstek ∆Gv+1/2 představuje konečnou diferenci prvního řádu v bodě v+1/2. Aby bylo
možné určit disociační energii, případně vmax, je jasné, že závislost G(v) musí obsahovat
nejméně první anharmonický člen ωexe. V opačném případě není disociační energie vůbec
definována.
Pro určení hodnoty vmax je třeba vyjít z diference
∆Gv = G(v + 1/2)−G(v − 1/2),
v bodě v. Dosadíme-li do vztahu pro ∆Gv za G0(v) z (3.118), obdržíme
∆Gv(v) = ω0 + 14 ω0y0 − (2ω0x0 − ω0z0) v + 3ω0y0 v2 + 4ω0z0 v3. (3.121)
Diference ∆Gv+1/2 vyjde
∆Gv+1/2(v) = ω0 − ω0x0 + ω0y0 + ω0z0 − (2ω0x0 − 3ω0y0 − 4ω0z0) v +
+ (3ω0y0 + 6ω0z0) v
2 + 4ω0z0 v
3.
(3.122)
Vztahy (3.121), (3.122) je možné vyjádřit i pomocí konstant ωe, ωexe, . . . , pokud se jimi
nahradí odpovídající ω0, ω0x0, . . . , a v se nahradí v + 1/2.
V disociační limitě zřejmě platí
∆Gv = 0, pro v → vmax22. (3.123)
Podmínka (3.123) definuje vmax. Dosadíme-li z (3.121) a omezíme-li se na kvadratickou
závislost G0(v), a tedy, lineární závislost ∆Gv(v), je tato podmínka
ω0 − 2ω0x0vmax = 0,
neboli
vmax =
ω0
2ω0x0
, (3.124)
odkud, podle (3.120)
D00 = ω0 vmax − ω0x0 v2max =
ω20
4ω0x0
, D0e =
ω2e
4ωexe
. (3.125)
Tyto vztahy představují nejjednodušší vyjádření pro vmax a D00, resp. D
0
e . Je jich možno
využít pro stanovení maximálního v v přímé sumaci a pro odhad disociační energie.
Pokud se závislost prvních diferencí vynese do grafu, plocha pod křivkou ∆Gv+1/2(v),
resp. ∆Gv(v), je rovna D00, pokud je tato závislost lineární (nebo se alespoň linearitě
blíží). Na základě extrapolace ∆Gv+1/2(v) od hodnoty ∆Gv+1/2(0) do ∆Gv+1/2 = 0, lze
získat jak D00, tak vmax (dále viz např. [60, 77]). Tak je možno postupovat, pokud jsou
k disposici experimentální údaje, příp. body vypočtené ab initio.
21 To platí pro nerotující molekulu, kdy je nulový centrifugální člen v efektivním potenciálu. Hodnota
vmax však i potom zůstává maximální.
22V určitých případech potenciálů tato hodnota může konvergovat k∞. To je případ iontových vazeb,
potom je ovšem vibrační PF divergentní.
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Meziatomový potenciál
Na místo vícerozměrné PES (3.70), je potenciální energie funkcí jedné proměnné
V(r) = f(r − re)2 − g(r − re)3 + h(r − re)4 + . . . , (3.126)
kde zřejmě f = ke/2, kde ke je silová konstanta
ke = 4pi
2µc2ω2e .
Místo tohoto mocninného rozvoje, kde není explicitně vyjádřena disociační energie, je
často výhodnější použít jiného matematického vyjádření.
Z velkého množství empirických potenciálových funkcí je nejznámější Morseho poten-
ciál, který lze vyjádřit jako [287]
V = D0e
(
1− e−x)2 , (3.127)
kde
x = 2βξ, ξ =
r − re
re
, (3.128)
v níž β je definována jako
β =
ωe
4
√
BeD0e
. (3.129)
Jde o jedem z mála potenciálů, pro nějž je řešení vibrační Schrödingerovy rovnice známo
exaktně. V tomto případě je
G(v) = ωe(v + 1/2)− ω
2
e
4D0e
(v + 1/2)2.
Konstanta ωexe je tedy přesně dána vzorcem (3.125).
Morseho potenciál obsahuje údaje ze tří spektroskopických konstant. Pro mnoho mo-
lekul jsou známy konstanty ωe, ωexe, Be a αe [71]. Dalším údajem je disociační energie.
Flexibilnější potenciál, využívajícím zmíněných pěti konstant [287] je
V = D0e
[(
1− e−x)2 + cx3 e−2x(1 + bx)] , (3.130)
kde x bylo definováno výše. Konstanty b, c jsou definovány jako
c = 1 + a1
√
D0e
a0
, b = 2− 1
c
(
7
12
− D
0
ea2
a0
)
, (3.131)
konstanty a0, a1, a2 jsou dány jako
a0 =
ω2e
4Be
, a1 = −1− αeωe6B2e
, a2 =
5
4
a21 −
2
3
ωexe
Be
. (3.132)
Výše uvedený potenciál se dá použít ke konstrukci potenciálové křivky mnoha molekul
a je možno jej využít i v metodě přímé sumace (viz např. [176]).
Další konstrukce potenciálových funkcí příp. jejich analýzu uvádí mnoho pramenů, viz
např. [60, 95,287–292] a odkazy tamtéž.
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Kromě zmíněných empirických potenciálových funkcí existuje i možnost vyjádřit me-
ziatomový potenciál jako mocninný rozvoj podle proměnné závislé na výchylce z rovno-
vážné polohy jako je tomu v (3.126). Řešení Schrödingerovy rovnice vibrujícího rotoru na
základě takového potenciálu (bez elektronového momentu) metodou WKB uveřejnil po-
prvé J. L. Dunham [64,65]. V tomto případě je meziatomový potenciál vyjádřen rozvojem
V = a0ξ2
(
1 + a1ξ + a2ξ
2 + a3ξ
3 + . . .
)
, ξ =
r − re
re
, (3.133)
kde a0 je definováno (3.132) a a1, a2, . . . lze identifikovat pomocí molekulárních konstant
(3.132). Řešení podle [65] vede k energii rotačně-vibračních stavů
Tv(J) =
∑
lj
Ylj(v + 1/2)
lJ j(J + 1)j. (3.134)
Pro koeficienty Y00 vyjadřující ZPE platí
Y00 =
Be
8
(
3a2 − 7a
2
1
4
)
, (3.135)
zatímco ostatní koeficienty lze přibližně identifikovat se zavedenými molelulárními kon-
stantami
Y10 ≈ ωe Y20 ≈ −ωexe Y30 ≈ ωeye
Y01 ≈ Be Y11 ≈ −αe Y21 ≈ γe
Y02 ≈ De Y12 ≈ βe Y40 ≈ ωeze
Y03 ≈ He Y04 ≈ Fe.
Přesné výsledky uvádí [65]. Vyšší rotační konstanty He, Fe jsou však známy jen výji-
mečně. V dostatečně blízkém okolí re (ξ < 1 pro r < 2re) rozvoj (3.133) konverguje.
Řešení Schrödingerovy rovnice pro Dunhamův potenciál nelze najít v analyticky uzavře-
ném tvaru. Iterační postup na získání vlastních funkcí v analytickém tvaru pro vibračně-
rotační Schrödingerovu rovnici s použitím tohoto potenciálu byl navržen v [293]. Původní
práce [64] uvádí toliko obecné vzorce pro metodu WKB.
Pro větší vzdálenosti od re již řada (3.133) nekonverguje, takže není korektní pro
vyšší vibrační stavy blížící se disociační limitě. Z tohoto důvodu byly navrženy modifikace
tohoto potenciálu. Mezi nejznámější modifikace zmíněného Dunhamova rozvoje patří ta,
jíž navrhli Simons, Parr a Finlan [76]. Podstatou modifikace je náhrada proměnné ξ =
(r−re)/re za ξ = (r−re)/r. Tvar potenciálu vzhledem k proměnné ξ zůstává jako (3.133).
Tohoto potenciálu lze využít zejména pro větší hodnoty r a tedy vyšší vibrační stavy; pro
r = 0 diverguje. Energii vibračně-rotačních hladin je možno vyjádřit opět jako (3.134),
ovšem pro pozměněné konstanty Ylj. Jinou modifikaci uvádí [294]. Dále viz [76,95].
Interakce vibrace a rotace
V první aproximaci lze zapsat energii vibrujícího rotoru jako součin radiální a úhlově
závislé vlastní funkce, přičemž radiální vlastní funkce závisí na vibračním stavu (viz
např. [63, 66])
ψ = R(r)ψr(θ, ϕ), (3.136)
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kde θ je úhel mezi osou z pevnou v prostoru a geometrickou osou, ϕ azimutální úhel (viz
(3.115)). Pokud molekula rotuje velmi pomalu, je možné vztah (3.136) vyjádřit v limitě
malých rotací [60, 63], kdy
R(r) ≈ 1
r
ψv(r − re),
a tedy
ψ =
1
r
ψv(r − re)ψr(θ, ϕ), (3.137)
což představuje nultou aproximaci, již lze použít na kvalitativní posouzení vibračně-
rotačních hladin.
Vzájemnou interakci vibrace a rotace reprezentuje potenciálová křivka (viz konstanta
a1 (3.132) v (3.133)). Energie termů v (3.134) obsahuje i členy vyjadřující interakce mezi
rotacemi a vibracemi [65]. Tyto členy lze získat i na základě řešení Schrödingerovy rovnice
pro potenciálovou funkci v uzavřeném tvaru, z čehož lze obrdžet explicitní vyjádření
spektroskopických konstant.
V případě Λ = 0, platí pro energii rotace prostého rotoru
T =
P 2
2µr2
=
h2
8pi2µ
J(J + 1)
r2
= hcBer
2
e
J(J + 1)
r2
= hcBe
J(J + 1)
(1 + ξ)2
,
kde r je okamžitá hodnota mezijaderné vzdálenosti. Tento centrifugální člen spolu s me-
ziatomovým potenciálem V(r) tvoří tzv. efektivní potenciál. Schrödingerova rovnice pro
radální složku R(r) v (3.136) pak zůstává stále jednorozměrným problémem a lze ji zapsat
pro proměnnou r jako
d2R(r)
dr2
+
8pi2µ
h2
[E − Veff(r)]R(r) = 0, (3.138)
kde
Veff(r) = V(r) + hcBer2e
J(J + 1)
r2
. (3.139)
Tímto způsobem lze studovat vzájemný vliv rotace a vibrace pro zadaný tvar V(r).
Řešení (3.138) pro Morseův potenciál uvádí Pekeris [66]. Kromě R(r) obdržel násle-
dující vyjádření
De =
4B3e
ω2e
, αe =
6
ωe
(√
ωexeB3e −B2e
)
. (3.140)
Těchto vztahů lze použít pro odhad neznámých konstant αe, De.
Symetrie rotačních hladin
Symetrie rotačních hladin vychází z vlastní funkce symetrického rotoru (3.115), odtud
lze pozitivní resp. negativní hladiny (parita +, resp. −) definovat jako symetrickou, resp.
antisymetrickou lineární kombinaci
ψ+r = ΘJΛM(θ) e
iΛχ eiMJϕ + ΘJ−ΛM(θ) e−iΛχ eiMJϕ,
ψ−r = ΘJΛM(θ) e
iΛχ eiMJϕ − ΘJ−ΛM(θ) e−iΛχ eiMJϕ .
(3.141)
Funkce ψ+r , resp. ψ
−
r jsou symetrické, resp. antisymetrické vzhledem k operaci inverze i.
V takovém případě r
i→ −r a pro Eulerovy úhly θ i→ pi − θ, χ i→ −χ a ϕ i→ pi + ϕ.
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Vlastní funkci, jež určuje symetrii rotačních hladin a zahrnuje elektronovou vlastní
funkci a vibračně-rotační funkci (3.137), lze vyjádřit jako
ψ = ψe
1
r
ψv ψr. (3.142)
Vibrační příspěvek 1
r
ψv je vzhledem k inverzi vždy symetrický. Pokud Λ = 0, jsou pro
J sudé rotační hladiny pozitivní, pro J sudé negativní, neboli parita rotačních hladin je
určena (−1)J . Pro Λ 6= 0 je pro každé dané J rotační funkce dána (3.141) a existuje vždy
dvojice hladin (−Λ, +Λ) tak, že jedna z nich je pozitivní a druhá je negativní.
Pro homonukleární molekuly platí, že vlastní funkce molekuly ψ je buď symetrická
nebo antisymetrická vzhledem k záměně identických jader. V daném elektronovém stavu
jsou buď všechny pozitivní rotační hladiny symetrické a negativní antisymetrické, nebo
jsou všechny pozitivní hladiny antisymetrické a negativní symetrické23.
Pro Λ = 0 jsou tedy buď všechny sudé hladiny symetrické a všechny liché antisymet-
rické (Σ+g , Σ
+
u ) nebo je tomu pro sudé a liché hladiny právě naopak (Σ
−
g , Σ
−
u ).
Vliv jaderného spinu
Pokud jsou molekuly homonukleární, je třeba uvažovat vliv statistiky jader.
Pro elektrický dipólový moment M obecně platí
M =
∑
i
eri +
∑
α
Zαerα,
kde index i značí elektrony, α jádra a e je elementární náboj. Elektrický dipólový moment
přechodu mezi stavy m, n je
Rnm =
∫
ψ∗nM ψm dξ.
Dipólový moment zřejmě nezávisí na vzájemné záměně identických jader, tudíž pokud
je stav ψm antisymetrický a ψn symetrický, vede záměna identických jader ke změně
znaménka integrálu. Výsledný moment přechodu, který zahrnuje obě permutace tak, že
již nezávisí na zvolené permutaci jader, je tedy nulový. Totéž platí i pro jakýkoliv jiný
operátor, než M , nezávislý na záměně identických jader ( [60], str. 131).
Pokud je spin identických jader I = 0, jsou zakázány přechody mezi symetrickými (s)
a antisymetrickými (a) stavy, neboli výběrové pravidlo je
a 6↔ s. (3.143)
Všechny rotační hladiny v molekule s dvěma identickými jádry a nulovým jaderným
spinem jsou buď symetrické nebo antisymetrické. Každá druhá hladina tedy chybí. Jelikož
jsou jádra s nulovým spinem bosony, musí být celková vlnová funkce symetrická vzhledem
k záměně identických jader.
V nultém přiblížení lze zapsat vlastní funkci závisející na
ψt = ψ(ξ)ψns(σ), (3.144)
23 Tato skutečnost vyplývá ze symetrie elektronové funkce, což je charakteristické pro daný elektronový
stav (viz dále str. 134) a nezávislé na rotačním stavu.
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kde ψns(σ) označuje vlastní funkci jaderného spinu, která je funkcí toliko spinových sou-
řadnic jader σ a ψ(ξ) je definovaná (3.142) a závisí na konfiguračních souřadnicích elek-
tronů a jader i na spinových souřadnicích elektronů.
Pokud I 6= 0, pravidlo (3.143) je sice stále velmi striktní, nicméně přechody mohou
přesto nastat. V tomto případě je rozdílná statistická váha symetrických a antisymetric-
kých hladin.
Projekce spinu I jednoho z jader do směru magnetického pole MI nabývá 2I + 1 růz-
ných hodnot. V případě dvou jader bude tedy existovat právě (2I+1)2 různých orientací.
Označíme-li spinovou vlastní funkci odpovídající projekci MIa jako ψ
MIa
ns , bude existovat
právě 2I + 1 funkcí, které obsahují součin identických funkcí jader 1 a 2
ψMIns (1)ψ
MI
ns (2) = ψ
MI
ns (2)ψ
MI
ns (1), MI = MIa = MIb , MI = I, I − 1, . . . ,−I.
Zbývající spinové vlastní funkce pak tvoří symetrickou
ψMIans (1)ψ
MIb
ns (2) + ψMIans (2)ψ
MIb
ns (1)
a antisymetrickou
ψMIans (1)ψ
MIb
ns (2) − ψMIans (2)ψ
MIb
ns (1)
lineární kombinaci. Antisymetrických spinových funkcí je tedy
1
2
[(2I + 1)2 − (2I + 1)] = (2I + 1)I,
symetrických potom
1
2
[(2I + 1)2 + (2I + 1)] = (2I + 1)(I + 1).
Statistická váha symetrických a antisymetrických hladin je určena (3.144), takže vý-
sledná ψt musí být symetrická, resp. antisymetrická vzhledem k záměně jader, jež jsou
Boseho, resp. Fermiho částice 24. Výše uvedené závěry lze zapsat přehledněji do tabulky
(viz [60], str. 138).
Tabulka 3.1: Statistická váha wI symetrických (s) a antisymetrických (a) hladin pro I 6= 0.
ψ(ξ) ψns(σ) ψt Statistika jader wI
s s s Bose (2I + 1)(I + 1)
a a Fermi (2I + 1)I
a s a Fermi (2I + 1)(I + 1)
a s Bose (2I + 1)I
Pokud I = 0, existují pouze symetrické hladiny.
V případě I 6= 0 existuje slabá interakce mezi jaderným spinem a elektronovým obalem
tak, že
ψtot(ξ,σ) = ψ(ξ)ψns(σ) + ϕ(ξ,σ),
kde ϕ již nelze separovat na součin, což má za následek, že mezi symetrickými a antisy-
metrickými hladinami moment přechodu Rnm 6= 0 i v případě, pokud by pro funkce ψ(ξ)
byl nulový. V každém případě je však pravděpodobnost přechodu a ↔ s velmi nízká,
24 Obecnější případy, než představují dvouatomové molekuly jsou jsou popsány v [72–75].
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takže lze molekuly plynů s nenulovým jaderným spinem (jako např. H2, D2, N2), uvažo-
vat jako směs symetrické a antisymetrické modifikace (v základním stavu zde odpovídají
pouze sudým a pouze lichým hladinám). Modifikace s vyšší statistickou vahou se obvykle
označuje jako ortho (o), s nižší jako para (p). Molekula vodíku H2 s paralelním spinem se
označuje jako o-H2, s antiparalelním p-H2. Tyto modifikace lze separovat (dále viz [60]).
Ježto se při výpočtu praktických hodnot STF neuvažuje jaderný příspěvek, je nutno
celkový příspěvek jaderného spinu v Φ◦ odečíst, takže Qint bude obsahovat zvlášť členy
o- a p-modifikace
Qint = woQint(o) + wpQint(p), (3.145)
kde wo = (2I + 1)(I + 1)/(2I + 1)2 a wp = (2I + 1)I/(2I + 1)2. Tento vztah má smysl
uvažovat pokud Λ = 0. Je-li Λ 6= 0, je každý elektronový stav dvakrát degenerován
(přičemž případné štepení odpovídajících degenerovaných rotačních hladin považujeme
za zanedbatelné), takže součet přes degenerované hladiny o- a p-modifikace pro v (3.145)
je identicky roven jedné. Stačí tedy namísto degenerace 2 považovat každý elektronový
stav za nedegenerovaný. Tato situace pak odpovídá číslu symetrie σ = 2, což platí i pro
Λ = 0 ve vysokoteplotní limitě pro všechny molekuly symetrie D∞h25.
Elektronové stavy
O elektronových stavech již byla učiněna zmínka v souvislosti s elektronovým orbitálním
momentem hybnosti L a rotačním momentem P na str. 124. Složka L ve směru mezija-
derné osy je charakterizována konstantními složkami projekce ML. V magnetickém poli
je tedy 2L + 1 hodnot s různou energií, v případě pouze elektrického pole, jako je tomu
v axiálně symetrickém poli molekuly, jsou hodnoty energie pro každé ML a −ML stejné.
Z tohoto důvodu je vhodné definovat
Λ = |ML|, (3.146)
kde moment hybnosti ve směru mezijaderné osy je ±Λ~. Tedy,
Λ = 0, 1, 2, . . . , L,
kde podle přijaté Mullikenovy symboliky, odpovídají rostoucím hodnotám Λ postupně
označení elektronového stavu Σ, Π, ∆, Φ, . . . . Je zřejmé, že pokud Λ = 0, jemuž odpovídá
stav Σ, nevzniká degenerace, zatímco všechny ostatní stavy jsou dvakrát degenerovány
(±Λ). Toto označení současně odpovídá symbolu neredukovatelné reprezentace v bodové
grupě C∞v a D∞h a platí pro ně operace symetrie dané multiplikativní tabulky charakterů
(viz tabulky charakterů, např. [190]).
Dalším momentem hybnosti elektronového obalu je spinový S. Magnetické pole vzni-
kající pro Λ 6= 0 ve směru mezijaderné osy zapřičiňuje precesi S kolem této osy s kon-
stantní složkou MS~. Magnetické spinové číslo MS se obvykle značí Σ, tj. Σ = MS,
Σ = S, S − 1, S − 2, . . . ,−S.
25 Vztah (3.145) je uveden v [176], str. 34. Pokud bychom však chtěli považovat o- a p-modifikaci za
dvě různé nezávislé látky, potom
Qint = Q
wo
int(o) ·Qwpint(p),
takže celkové STF představují součet STF o- a p-modifikace násobené wo a wp jak uvádí [60], str. 470
(viz též [49], str. 468–472). Tento předpoklad o nezávislosti modifikací je v souladu s experimentem,
neboť pravidlo a 6↔ s platí velmi silně. Vztah (3.145) reprezentuje rovnovážnou směs modifikací; pro
dostatečně vysoké teploty (cca250 K pro H2 v C◦p ) však vedou oba přístupy k týmž hodnotám.
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Celkový elektronový moment hybnosti vzhledem k mezijaderné ose je
Ω = |Λ + Σ|. (3.147)
Pro Λ 6= 0 existuje 2S + 1 různých hladin Λ + Σ (multiplet), pokud Λ = 0, štepení
degenerace 2S+1, díky absenci magnetického pole, nenastává. Multiplicita je vždy 2S+1,
bez ohledu na magnetické pole.
Energie multipletu jsou v prvním přiblížení ekvidistantní a hodnota termu je
Te = T
0
e + AΛΣ, (3.148)
kde A je konstanta a T 0e hodnota bez interakce spinu
26. Velikost interakční konstanty A
roste s počtem elektronů v atomech. Multiplet má vždy 2S + 1 složek (singlet, dublet,
triplet, . . . ). Je-li A ≥ 0 vzniká normální (regulární) term, je-li A < 0, vzniká invertovaný
term. Pokud je rotační impulsmoment nulový, dochází ke slabému štepení dvojnásobné
degenerace Λ pouze v případě, že Ω = 0 (viz dále [60]).
Symetrie elektronové funkce Elektronovou vlastní funkci dvouatomové molekuly lze
vyjádřit ve tvaru (viz [60])
ψe = Θ e
iΛϕ1 , ψe = Θ e
−iΛϕ1
kde Θ je funkcí souřadnic všech elektronů a ϕ1,Θ je to tato funkce pro −ϕ1. ϕ1 je azi-
mutální úhel vybraného elektronu kolem osy z, vzhledem k němuž jsou relativní úhly
ostatních elektronů ϕ′i = ϕi − ϕ1 (z hlediska symetrie stačí znát pouze rotaci celého
elektronového oblaku kolem osy z). V případě Σ stavů, Λ = 0 a ψe závisí pouze na re-
lativních azimutech ϕ′i a ostatních souřadnicích. Každá rovina procházející mezijadernou
osou je rovinou symetrie (σv). Pokud je ψe symetrická vzhledem k zrcadlení, označuje je
se horním indexem +, pokud je antisymetrická, označuje se horním indexem −. Tedy,
ψe
σv→ +ψe pro Σ+, ψe σv→ −ψe pro Σ−. V případě degenerovaných elektronových stavů,
např. Π+, Π−, mají oba tyto stavy stejnou energii (pokud nedochází ke štepení vlivem
rotace). Obecně
ψ+e = Θ e
iΛϕ1 +Θ e−iΛϕ1 ,
ψ−e = Θ e
iΛϕ1 −Θ e−iΛϕ1 .
Všechny vlastní funkce tohoto stavu lze vyjádřit jako lineární kombinaci ψ+e a ψ
−
e .
Podkud má molekula střed symetrie, oba atomy nesou stejný náboj (mohou to však
být i různé izotopy, jako např. 16O, 18O), takže elektrické pole zůstává nezměněno zámě-
nou jader. Elektronová vlastní funkce je buď symetrická, nebo antisymetrická vzhledem
k operaci inverze (souřadnice elektronů jsou nahrazeny ri
i→ −ri). Symetrické funkce se
nazývají sudé a označují se dolním indexem g (gerade), antisymetrické liché a označují
se dolním indexem u (ungerade). Neboli, ψe
i→ +ψe pro g, ψe i→ −ψe pro u (např. Σ+u ,
Σ−g , Πg, 0
+
g , 0
−
u , . . . ).
26 Změna energie ∆EB způsobená magnetickým momentem µ ve směru pole B (osa z) je ∆EB =
−µzB. Magnetický moment ve směru pole je µz ∼ Σ a magnetické pole ve směru osy B ∼ Λ, tedy
∆EB = AΛΣ.
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Vliv symetrie elektronové funkce na rotační hladiny O symetrii rotačních hladin
již byla řeč na str. 129. Rozdělení na pozitivní a negativní hladiny vychází ze změny
znaménka celkové funkce ψ vzhledem k operaci inveze
ψ
i→ ±ψ,
kde
ψ = ψe 1rψvψr.
Symetrie elektronové vlastní funkce určuje, zda všechny sudé rotační hladiny jsou pozi-
tivní (+) a liché negativní (−), nebo zda je tomu naopak. V případě Σ stavů to určuje
číslo K, zatímco v případě stavů Λ 6= 0 hladina daného J sestává vždy z dvojice podhla-
din (+ −), kdy každá z nich odpovídá jedné ze složek ±Λ (viz (3.141)). Uvažujeme-li Σ
stavy, platí
ψv
i→ ψv, ψr i→ (−)Kψr,
Inverze vlastní funkce ψ je ekvivalentní operaci rotace celé molekuly kolem osy kolmé
(Rx) na mezijadernou spojnici (osa C∞) a následnému zrcadlení (σ′v) rovinou procházející
mezijadernou osou, kolmou k ose rotace, což má vliv na symetrii elektronové funkce Ψe
ψ
i→ ±ψ ∼ 1. Rxψ : ψe Rx→ ψe, 2. σ′vψ : ψe
σ′v→
{
+ψe pro ψ+e (Σ
+),
−ψe pro ψ−e (Σ−).
Odtud je jasné, že pro Σ+ stavy (bez ohledu na to, zda jsou molekuly homonukleární,
a tedy g nebo u) jsou všechny hladiny pro K sudé + a pro K liché −. Pro Σ− je tomu
právě naopak, pro K sudé jsou hladiny − a pro K liché +.
Jsou-li molekuly homonukleární, uvažuje se nadto symetrie vzhledem k záměně jader
(operaci označme in). Celková vlastní funkce ψ je buď symetrická (s) nebo antisymetrická
(a) vzhledem k záměně jader (viz str. 129 a dále)
ψ
in→ ±ψ.
Operace záměny identických jader je ekvivalentní inverzi všech částic molekuly vzhledem
ke středu symetrie, následované inverzí pouze elektronů. První operace je symetrická
v případě hladin + a antisymetrická v případě hladin −. Druhá operace je symetrická
pro sudé elektronové stavy g a anisymetrická pro liché stavy u.
ψ
in→ ±ψ ∼ 1. ψ i→
{
+ψ pro hladiny +,
−ψ pro hladiny −, 2. ψe
i→
{
+ψe pro stavy g,
−ψe pro stavy u.
Výsledek shrňme do tabulky
Tabulka 3.2: Výsledná symetrie vzhledem k záměně identických jader inψ, určená na základě
symetrie vzhledem inverzi celkové funkce iψ a elektronové funkce iψe.
inψ iψ iψe
s + g
− u
a + u
− g
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Interakce elektronových a rotačních stavů
Uvažujme tři momenty hybnosti: elektronový orbitální L, elektronový spinový S a rotační
N . Tyto momenty skládají dohromady výsledný moment hybnosti J (též P ). Tento
výsledný moment J je v rotující molekule konstantní. Skládání impulsmomentů závisí na
vzájemné interakci a obyčejně se rozlišuje 5 různých limitních případů [55,60,295], které se
podle původního autora nazývají Hundovy případy. Hundovy případy jsou klasifikovány
dle relativní síly tří základních interakcí:
1. Interakce elektrostatické povahy Vel, reprezentovaná projekcí celkovéhoL do axiálně
symetrického elektrického pole mezijaderné osy (Λ),
2. spin-orbitální interakce magentické povahy Vso mezi L a S,
3. interakce L, S s rotačním momentem N , za vzniku celkovému momentu J (Vrot).
Rozdělení Hundových případů shrnuje následující tabulka.
Tabulka 3.3: Hundovy případy dle síly interakce. V případě e a e’ jsou kvantová čísla stejná,
takže jsou degenerovány [295]; viz též [55], tab. IV, str. 115.
Hundův případ Vel Vso Vrot
a silná středně silná slabá
b silná slabá středně silná
c středně silná silná slabá
d středně silná slabá silná
e slabá středně silná silná
e’ slabá silná středně silná
Případ e’ se většinou v literatuře nerozlišuje.
Podrobněji si dále povšimneme pouze nejdůležitějších případů, které přicházejí do
úvahy pro výpočet PF.
Hundův případ a V tomto případě je dobře definován moment hybnosti Ω, který lze
dále složit s rotačním momentem N .
Ω +N = J .
Jde o symetrický rotor, o němž již byla řeč na str. 124, vztahy (3.113), (3.114). Na
místo Λ zde vystupuje Ω. Nutace geometrické osy kolem J je mnohem menší než
precese vektorů L, S kolem této osy, jak je patrné z tabulky 3.3. Rotační energie
je tedy podle (3.114)
Fv(J) = Bv[J(J + 1)− Ω2]−DvJ2(J + 1)2 + . . . 27. (3.149)
Kvantové číslo J je
J = Ω,Ω + 1,Ω + 2, . . . , (3.150)
vždy platí J ≥ Ω.
27 Člen AΩ2 plynoucí z (3.114) je konstanta daná pouze elektronovým stavem takže zde není uveden.
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Hundův případ b Pokud je slabá spin-orbitální interakce, což je případ lehkých mole-
kul, nebo je nulová, projekce spinu do mezijaderné osy netvoří Ω (pro Λ = 0, není
Ω vůbec definováno). V tomto případě se přednostně skládá rotační a elektronový
impulsmoment
K = Λ +N ,
čímž vzniká K, pro nějž
K = Λ,Λ + 1,Λ + 2, . . . ,
přičemž pro Λ = 0, K = N . Celkový moment hybnosti je potom
J = K + S,
a tedy
J = K + S,K + S − 1, K + S − 2, . . . , |K − S|.
Pro dané K, K < S má tedy každá hladina 2K + 1 složek, pokud K ≥ S, je těchto
složek 2S + 1. V prvním přiblížení jsou tyto složky degenerovány.
Jelikož molekulární rotace vytváří velmi slabé magnetické pole ve směruK, dochází
k štěpení hladin, jež se zvětšuje s rostoucím K 28. Pro elektronové stavy 2Σ bylo
nalezeno vyjádření (viz [60] a odkazy tamtéž)
F1(K) = BvK(K + 1) + 12γK, J = K +
1
2 ,
F2(K) = BvK(K + 1)− 12γ(K + 1), J = K − 12 ,
(3.151)
kde štepící konstanta γ  Bv a většinou γ > 0. Štěpení má tedy velikost γ(K + 1).
K těmto vztahům (3.151) ještě samozřejmě patří vyšší členy jako BvJ2(J + 1)2 atd.
Rotační termy stavů 3Σ jsou [60]
F1(K) = BvK(K + 1) + (2K + 3)Bv − λ−
√
(2K + 3)2B2v + λ2 − 2λBv +
+ γ(K + 1),
F2(K) = BvK(K + 1),
F3(K) = BvK(K + 1) + (2K + 3)Bv − λ+
√
(2K − 1)2B2v + λ2 − 2λBv −
− γK,
(3.152)
kde F1(K), F2(K) a F3(K) se vztahují postupně k J = K − 1, K a K + 1. Pokud
K = 1, J = 0, znaménko před odmocninou ve vztahu pro F1(K) a F3(K) se
navzájem prohodí.
V případě, že Λ 6= 0, k vzorcům (3.151) a (3.152) přibude člen závisející na Λ a K
(viz dále). Štěpící konstanty γ, λ závisí, podobně jako rotační konstanty, na v.
Hundův případ c Jak je zřejmé z tabulky 3.3, přednostně dochází k spin-orbitální in-
terakci
Ja = L+ S,
28 Kromě toho orbitální moment L, u nějž probíhá precese v kolmém směru kolem mezijaderné osy,
generuje druhou složku magnetického momentu. V případě multiplicity 3, 4 je podstatnou složkou spin-
spinová interakce [60].
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za vzniku elektronového momentu Ja, který interaguje s axiálním polem mezija-
derné osy za vzniku Ω. Tento se konečně skládá s rotačním momentem
J = Ω +N .
Výsledek tedy formálně odpovídá případu (a). Vzorec pro energii rotačního termu
a podmínka pro J jsou shodné s (3.149), (3.150) v případě (a). Tento případ (c) na-
stává především u těžších molekul, kde je dostatečně silná spin-orbitální interakce.
Hundův případ d V tomto případě (tab. 3.3) je silná interakce mezi L a rotačním
momentem, zde obvykle značeným R. Velikost |R| je √R(R + 1)~,
R = 1, 2, 3, . . . .
Skládání R a L definuje moment K
R+L = K = R + L,R + L− 1, R + L− 2, . . . , |R− L|.
Odtud,
J = R+ S,
jako v případě (b). Nicméně, interakce S a R je obvykle zanedbatelná. Je-li tomu
tak, je energie stejná jako v případě vibrujícího rotoru
Fv(R) = BvR(R + 1)−DvR2(R + 1)2 + . . . ,
kde každý term daného R je dále slabě štěpen na 2L+ 1 složek a následně ještě na
2S + 1 podsložek.
Dále viz [60] a [55, 56].
Pro vyšší rotační hladiny roste síla interakce mezi L a N , což má za následek slabé
štepení degenerovaných hladin ±Λ. Toto štěpení (Λ-type doubling) nebylo v případech
(a) a (b) vzato do úvahy 29. Stavy pro něž Λ 6= 0 se podle Mullikena [56] značí c a d,
např. Π+ ≡ Πc, Π− ≡ Πd. V první aproximaci je rozdíl mezi hladinami c, d
∆νcd = Fc(J)− Fd(J) = qJ(J + 1),
kde
q = Bcv −Bdv .
Hodnota q je podle dostupných údajů cca 10−3Bv, případně menší. Je jasné, že tento
efekt je poměrně nevýrazný. V Hundově případě (c), pro Ω 6= 0, není Λ definováno a
dochází ke štěpení degenerovaných hladin daného Ω (Ω-type doubling).
Naznačené štepení hladin lze chápat jako přechod mezi případy (a), příp. (b) a (c).
Přechody (b) – (c) se týkají některých stavů H2 a He2. Těmito přechody se dále nebudeme
zabývat (dále [60] a odkazy tamtéž).
29 Jeho velikost je však menší než je štěpení v případě, kdy Ω = 0, např. Σ+, Σ−, Π0+ , Π0− . Toto
štěpení pro Ω = 0 je nevýrazně závislé na J a blíží se konstantě.
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Přechody z případu (a) do (b) Elektronové stavy multipletů pro Λ 6= 0 patří vět-
šinou mezi přechodný případ mezi (a) a (b). Stavy Σ náleží výhradně případu (b). Je-li
rotace molekuly nízká, je interakce impulsmomentů dána případem (a). S rostoucím J
se rychlost molekulární rotace přibližuje rychlosti precese S kolem mezijaderné osy, až
nakonec převládne rotační interakce. V takovém případě přestává S tvořit s Λ moment
Ω, nýbrž se skládá s K za vzniku J , jako v případě (b) (tzv. spin uncoupling). Pro stavy
se spinem S = 1/2 bylo nalezeno vyjádření [55,60]
F1(J) = Bv
[
(J + 12)
2 − Λ2 − 12
√
4(J + 12)
2 + Y (Y − 4)Λ2
]
−DvJ4,
F2(J) = Bv
[
(J + 12)
2 − Λ2 + 12
√
4(J + 12)
2 + Y (Y − 4)Λ2
]
−Dv(J + 1)4,
(3.153)
kde F1(J) je hodnota termu pro J = K + 1/2, F2(J), pro J = K − 1/2 a Y = A/Bv,
v němž A je štěpící konstanta multipletu definovaná dříve vztahem (3.148). Centrifugální
příspěvek je ve vzorci (3.154) vyjádřen pouze přibližně, což je stejné jako v případě (b).
Jestliže S = 3, energii rotačních termů je možno vyjádřit ve tvaru
F1(J) = Bv
[
J(J + 1)−
√
Z1 − 2Z2
]
−Dv(J − 12)4,
F2(J) = Bv [J(J + 1) + 4Z2]−Dv(J + 12)4,
F3(J) = Bv
[
J(J + 1) +
√
Z1 − 2Z2
]
−Dv(J + 32)4,
(3.154)
kde
Z1 = Λ
2Y (Y − 4) + 43 + 4J(J + 1),
Z2 =
1
3Z1
[
Λ2Y (Y − 1)− 49 − 2J(J + 1)
]
.
Y = A/Bv, F1(J), F2(J), F3(J) jsou termy pro J = K + 1, J = K a J = K − 1. Vzorce
(3.154) neplatí pro hladinu J = Λ− 1 (viz dále [55,56,60]).
3.2.5 Postup při výpočtu STF
V předchozích odstavcích byly uvedeny teoretické základy spektroskopie, jež jsou ne-
zbytné pro výpočet STF přímou sumací, vycházející ze spektroskopické aproximace. Na
rozdíl od přibližných metod, je zásadní určení správné symetrie rotačních hladin, přede-
vším pokud jde o homonukleární molekuly.
Výchozím krokem je znalost relevantních spektroskopických konstant, na jejichž zá-
kladě je dále možné určit energie hladin až po disociační limitu. Pokud je splněn tento
předpoklad, je třeba určit správnou statistickou váhu každé hladiny, k čemuž, v případě
homonukleárních molekul, je též nezbytné znát jaderný spin. Jakmile jsou určeny energie
a statistické váhy, je dále třeba určit meze vibračních a rotačních kvantových čísel. Nako-
nec se provedou součty (3.56)–(3.58) ve stanovených mezích pro každý zadaný elektronový
stav.
Obecný vztah pro energie vibračně-rotačních termů vibrujcího rotoru (Λ = 0) před-
stavuje vzorec (3.134), v případě interakce elektronových a rotačních momentů hybnosti
vychází energie z patřičného Hundova případu. Mocninný rozvoj (3.134), vyjádřený jako
polynom konečného stupně, pro vyšší rotační a vibrační stavy může vést k hodnotám
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značně odlišným od správných hodnot. Je-li známo dostatek vibračních konstant i disoci-
ační energii, je možno aproximovat vypočtené hodnoty novou funkční závislostí, jež bude
pro v = vmax nerotující molekuly rovna hodnotě disociační energie (viz též např. [176] a
odkazy tamtéž).
Stanovení mezních hodnot vibračních a rotačních čísel
Mezní hodnota v Všechny údaje byly již uvedeny v oddílu věnovanému vibracím
dvouatomových molekul na str. 125 a dále. Nejnižší možná fyzikální hodnota v je zřejmě
0. Hodnotě v = −1/2 by pak odpovídalo minimum potenciálové křivky V(r) pro r = re30.
Maximální hodnota v = vmax určuje podle (3.120)
G(vmax) = D
0
e = G0(vmax) +G(0),
a vyplývá z podmínky ∆Gv = 0 (viz (3.123)), přičemž v případě lineární závislosti
∆Gv je vmax dáno vzorcem (3.124). V [176] se však vychází z derivace dG(v)/dv = 0, což
představuje pouze malý rozdíl, neboť hodnota vmax je typicky řádu desítek. V této práci
byla použita podmínka ∆Gv+1/2 = 0, což v případě lineární závislosti ∆Gv představuje
rozdíl rovný 1/2.
Mezní hodnoty J Nejnižší možná hodnota J plyne z interakce rotačního a elektro-
nového momentu; v Hundově případu (b) na místo J vystupuje K. Diskrétní hodnoty
energií rotačně-vibračních stavů pro v = 0, 1, 2, . . . a danou hodnotu J , pro r ∈ (a, b),
odpovídají na křivce efektivního potenciálu Veff(r, J) (3.139) bodům obratu r = a, r = b
(obr. 3.1)31. Jelikož centrifugální člen ∼ r−2, je jasné, že
lim
r→∞
Veff(r) = V(r) = D0e .
Jak je patrné z obr. 3.1 a 3.2, je však na křivce efektivního potenciálu pro nenulové J
nebo K (dále pro jednoduchost jen J) maximum pro konečnou hodnotu r = rmax.
a
amax
b
rmin
rmax
E(v, J)
Veff
r
Obrázek 3.1: Schematické znázornění efektivního potenciálu pro J 6= 0. Diskrétní stavy pro
r ∈ (a, b), s energií E(v, J) = G(v) + Fv(J), v = 0, 1, 2 . . ., jsou za daného J vymezeny amax <
r < rmax.
30 Nulová hodnota energie je podle (3.55) rovna G(0) + F0(Jmin), kde Jmin závisí na tom, o jaký
případ interakce elektronového a rotačního impulsmomentu se jedná. Dokonce ani v případě Λ = 0, není
hodnota Y00 (3.135) určena pouze G(0). Jelikož se v dalším jedná o stanovení vmax, kdy je odpovídající
hodnota D0e řádu 10
3–104 cm−1, nebude brán na tyto malé rozdíly ohled.
31 V dalším nebudeme rozlišovat případy, kdy Jmin 6= 0. Pokud Λ 6= 0, centrifugální člen v Veff je
v případě nerotující molekuly stále nulový, takže na potenciálové křivce je maximum pouze v disociační
limitě.
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Vázané stavy, jak je znázorněno na obr. 3.1, jsou reprezentovány hodnotami v =
0, 1, 2, . . . pro zadaný rotační stav J a jsou omezeny na amax < r < rmax 32. Pro diskrétní
stavy tedy platí
D0e ≤ G(v) + Fv(J) = Veff(r, J)|r=a,r=b ≤ Veff(rmax, J). (3.155)
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Obrázek 3.2: Efektivní potenciál nejnižšího singletového excitovaného stavu 1 1Π molekuly
SF− pro několik hodnot J . Hodnota Jlim je kolem 275. Křivka J = 0 (Jmin = 1) odpovídá
meziatomovému potenciálu V získanému ab initio výpočtem ( [296], viz suppl2.pdf). Maximum
V v disociační limitě D0e ≈ 13 603 cm−1.
V případě nerotující molekuly rmin = re, rmax → ∞, přičemž V = D0e . S rostoucím J se
rmin posunuje k vyšším hodnotám. Nejvyšší možné hodnotě J = Jlim odpovídá inflexní
bod v r = rlim. Nutná a postačující podmínka pro maximum je tedy(
∂Veff
∂r
)
r=rmax
= 0,
(
∂2Veff
∂r2
)
r=rmax
< 0, (3.156)
zatímco nutná a postačující podmínka pro existenci inflexního bodu(
∂Veff
∂r
)
r=rmax,J=Jlim
= 0,
(
∂2Veff
∂r2
)
r=rmax,J=Jlim
= 0, (3.157)
Řešením rovnic (3.157) je možno určit rlim a Jlim. Hladiny s J > Jlim nemají na křivce
Veff(r) minimum a jsou nestabilní (obr. 3.2, J = 300). Maximum vzniká v bodech, v nichž
podle (3.156) a (3.139)
dV(r)
dr
∣∣∣∣
r=rmax
= 2Ber
2
e
J(J + 1)
r3
, rmax > rmin.
32 Tunelový efekt, kdy nastává průnik bariérou, zanedbáváme. Dále viz [60], str. 425–430.
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Závislost maximálních hodnot Veff(rmax) na J , popř. J(J + 1) pak definuje limitní diso-
ciační křivku [60,176].
Každé zadané hodnotě J < Jlim, odpovídá nějaký počet vázaných stavů. Pokud J = 0,
existuje, jak již bylo řečeno výše, maximální počet vibračních stavů vmax, G0(vmax) = D00,
a tedy Veff(r) = V(r). Vyjdeme-li naopak ze zadané hodnoty v, vázaný stav reprezento-
vaný v bude existovat pro potenciály Veff(r, J), určené postupně všemi J ≤ Jmax. Jmax je
tedy maximální možná hodnota J , pro níž exituje stav v. Vázaný stav v = 0 bude zřejmě
vznikat pro největší počet J , a tedy Jmax(v = 0) ≥ Jmax(v > 0). Hypotetické hodnotě
v = −1/2 neodpovídá žádný vázaný stav, neboť Jmax(v = −1/2) = Jlim.
Jmax(v) je možno získat na základě (3.155), konkrétně pro každé zadané v ≤ vmax
G(v) + Fv(J) ≤ Veff(rmax, J), J = 0, 1, 2, . . . ,
tak, že první J = JN , takové, pro něž tato podmínka neplatí, určuje hledanou hod-
notu Jmax = JN − 1. Je možno postupovat též složitějším způsobem tak, že se z bodů
Veff(rmax, J) sestrojí limitní disociační křivka [176]
A(J) = D0e + c1J(J + 1) + c2J
2(J + 2)2 + . . . ,
a pro dané v se hledá
G(v) + Fv(J) = A(J).
Ve všech případech je však nezbytné umět určit G(v) +Fv(J) pro dostatečně velké hod-
noty v a J . Vychází-li se z experimentálních dat, jsou známy hodnoty obvykle pouze
v blízkosti rovnovážné geometrie. Pro v → vmax a J → Jmax(v) je tedy nezbytné extra-
polovat energie termů k těmto vysokým hodnotám. K tomu je nezbytné znát disociační
energii D0e a umět sestrojit vhodný efektivní potenciál Veff(r, J). Postup může vycházet
z proložení nové funkční závislosti pro G(v) a dále Fv(J), přičemž se nejprve vhodně
aproximují závislosti Bv, Dv na v [176]. Pro lepší odhad lze též využít energií na základě
modifikovaného Dunhamova rozvoje [76], případně procedury pro stanovení potenciálové
křivky podle metody Rydberg-Klein-Rees (viz např. [297]); další diskuse spolu s odkazy
obsahuje především [176]. Jelikož je však často známo velmi málo konstant, je v těchto
případech složité upravování experimentálních dat obtížně uskutečnitelné. V této práci
byl pro odhad Jmax použit velmi jednoduchý vzorec [176]
Jmax = Jlim
(
1− v + 1/2
vmax + 3/2
)
. (3.158)
K hodnotě disociační energie konverguje však spolehlivě obvykle pouze nějaký empi-
rický potenciál V(r), kdy hodnota D0e je současně jejím parametrem. Empirická potenci-
álová funkce však nebývá natolik flexibilní, aby aby bylo možno jednoduše prohlásit, že
diskrétní hodnoty leží přesně na této křivce. V této práci byl pro konstrukci Veff použit
empirický potenciál (3.130). Problémy nastíněné v tomto oddílu jsou dále diskutovány
v odd 3.3.
3.2.6 Data pro výpočet STF
Jak je zřejmé z přechozího výkladu v odd. 3.2.3 a 3.2.4, data pro výpočet STF vycházející
ze spektroskopické aproximace, se týkají především spektroskopických konstant. V pří-
padě atomů jsou to elektronové hladiny s příslušnou statistickou vahou. Základní údaje
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pro molekuly představují energie elektronových stavů Te nebo T0, frekvence ωe (pro ví-
ceatomové molekuly většinou fundamentální ν) a rotační konstanty A, B, C, závisející
na v prostřednictvím αAi , α
B
i , α
B
i , a případně dalších anharmonických konstant. Dalších
rotačních konstant D je třeba k postižení centrifugální distorze, podobně další konstanty
postihují efekty, o nichž již byla řeč v odd. 3.2.3. U dvouatomových molekul vyjadřují
závislost B na v konstanty αe, γe, u D pak βe. Konstanty, které zahrnují anharmoni-
citu, jako xij nebo ωexe, ωeye, ωeye, popř. disociační energie D0e , jsou nepostradatelné pro
přímou sumaci, jelikož bez nich nelze určit mezní hodnoty v a J .
O zdrojích dat potřebných pro výpočet STF byla již řeč v úvodní kapitole 1, odd. 1.2.2.
U látek jmenovaných v příloze A jsou odkazy na zdroj dat, jejichž seznam je v souboru
references.txt, uvedeny u příslušné látky v souboru species (elektronická příloha
prilohy.zip).
Data nezbytná pro výpočet STF, která je možno získat z literatury, jsou pro mnoho
molekul neúplná, případně nejsou žádná, zvláště u záporně nabitých molekul nebo elek-
tronových excitovaných stavů.
Pokud jde o víceatomové molekuly, jsou často k disposici pouze fundamentální frek-
vence a rotační konstanty [185,192–194]. Někdy jsou však známy pouze některé vibrace,
zdaleka ne vždy jsou k disposici rotační konstanty nebo rovnovážná geometrie. Excitované
elektronové stavy jsou dostupné též pouze pro omezený soubor molekul. Pro některé z mo-
lekul uvedených v seznamu v příloze A, nejsou dostupná žádná použitelná experimentální
data. Mezi ně patří např. WF2, WF
+
2 , WF
−
2 , S2F
+, S2F−, FS2F−, S2F+2 . V případě dvou-
atomových molekul je sice většinou k disposici více spektroskopických konstant, avšak i
zde nastávají případy, že experimentální údaje jsou nedostatečné pro jakýkoliv výpočet
STF; jmenujme např. CN−, F−2 , S
−
2 , NF
−, WF, WF+, WF−.
V případě atomů je dostupné obvykle mnohem větší množství dat. Zde byly prakticky
veškeré údaje (až na záporné ionty) získány z experimentálních hladin uveřejněných na
www stránkách NIST [188].
Odhady chybějících dat
U některých atomárních stavů schází hodnoty pro některé z hladin J multipletu. Chybějící
hladiny lze v případě LS-vazby odhadnout na základě vzorce pro energie multipletu (viz
např. [55, 254])
F − F0 = 12A[J(J + 1)− L(L+ 1)− S(S + 1)],
kde A je pro daný term konstanta (alespoň přibližně) a F je energie hladiny J a F0 energie
„těžištěÿ multipletu. Takto byly doplněny vstupní data atomových hladin i v této práci.
Odhady molekulárních konstant V případě nedostatku základních molekulárních
údajů je pro jejich odhad někdy možné použít i určitých empirických pravidel. To se
týká především dvouatomových molekul. Mezi těmito je nejznámnější Badgerovo pravidlo
[298]. Pokud se vynese závislost k−1/3e oproti re, lze najít skupiny molekul, pro něž leží
tyto hodnoty na přímce. Pravidlo lze zapsat jako
ke(re − dij)3 = konst., (3.159)
kde dij je charakteristická konstanta pro molekulu složenou z atomů periody i a j. Toto
vyjádření je možné parametrizovat pomocí nových údajů, původní hodnoty uvádí [298].
Je-li re a dij vyjádřené v A˚, kde silová konstanta je
ke = 4pi
2µc2ω2e ,
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a µ v atomových jednotkách, je možno (3.159) přepsat ve tvaru [30]
ω2eµ(re − dij)3 ≈ 3, 159× 106.
Další z empirických pravidel stanovuje, že pro podobné molekuly (isoelektronické řady)
je konstantní součin
xe
√
µ = konst.,
kde xe = ωexe/ωe. Toto pravidlo je použito spolu s Badgerovým pravidlem v [30], pro
molekulu SF−; odkazy viz [30], vol. 1, str. 1051. Různé elektronové stavy téže molekuly
pak přibližně vyhovují pravidlu [60]
r2e ωe = konst.
Dále viz např. [60], kap. 7.
V případě víceatomových molekul odhady fundamentálních frekvencí opět vychází
z podobných molekul, frekvence jednotlivých vibrací už však nelze postihnout tak jed-
noduchými pravidly, neboť je nutno vycházet z jejich symetrie. Nejjednodušší je proto
odhadnout neznámé frekvence podle příslušných hodnot u podobných molekul, kdy se
doplní a případně naškálují podle odpovídajících známých vibrací.
Rotační konstanty lze obdržet, je-li známa rovnovážná geometrie, z momentů setr-
vačnosti získaných buď řešením sekulární rovnice (3.63), což bylo standardním postupem
i zde, nebo na základě symetrie. Rovnovážnou geometrii molekul lze rovněž odhadnout
na základě typických vazebných délek a kvalitativních představ o vazebných poměrech
podle teorie molekulových orbitalů, hybridizace nebo VSEPR (viz učebnice obecné nebo
teoretické anorganické chemie).
Výše naznačených odhadů bylo použito v této práci pro doplnění nezbytně nutných
konstant v celé řadě případů. Velmi mnoho takových odhadů obsahují též vstupní data
v tabulkách [29, 30]. Pro výše zmíněné sloučeniny W a F, tj. WF, WF2 až WF6 a je-
jich kladné a záporné ionty byly provedeny kvalifikované odhady molekulárních konstant
pro výpočet STF v práci [299]. Tyto údaje byly převzaty v této práci, nicméně rotační
konstanty byly získány z teoretických DFT (density functional theory) rovnovážných ge-
ometrií [300].
Jak již bylo řečeno v úvodní kapitole 1, v přehledu literatury odd. 1.2.2, existuje
dnes možnost teoretických, především ab initio metod výpočtů elektronové struktury, na
jejchž základě se dají chybějící spektroskopické konstanty poměrně spolehlivě odhadnout
a v některých případech dokonce i v rámci experimentální chyby [204–207,225]. Poněkud
obtížnější jsou ab initio výpočty excitovaných stavů. Větší výpočetní nároky pak také
kladou molekuly složené z těžších prvků, kdy je obvykle třeba uvažovat i relativistické
korekce, což je případ zmíněných sloučenin wolframu33.
Mimo uvedené spektroskopické konstanty potřebné pro výpočet STF, je též třeba
znát standardní slučovací enthalpie (HF) látek, jež jsou nezbytné pro výpočet složení a
termodynamických vlastností systému. Literární zdroje již byly zmíněny v odd. 1.2.2.
I v těchto případech lze využít teoretických hodnot získaných na základě ab initio metod.
Tyto údaje mohou vycházet z rozdílu celkových energií různých molekul, z disociačních
energií, atomizačních energií, ionizačních potenciálů a elektronových afinit [223,226,228,
33 V tomto případě byla proto použita metoda DFT, která má menší výpočetní nároky vzhledem
k funkcím báze, než mají ab initio metody postihující korelační energii, jako např. MP2, MP4, CCSD(T),
MRSDCI. Viz např. [38], str. 91 a dále.
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301, 302] V této oblasti je metodika již velmi propracovaná [220, 224, 227]. Extrapolace
energií k úplné bázi (complete basis set) za použití korelačně-konzistentních bázových
funkcí je dnes zcela běžná (např. [218,219] a odkazy tamtéž).
V této práci byly ab initio výpočty provedeny pro řadu látek a byly použity jako údaje
pro stanovení slučovacích tepel, i pro stanovení chybějících spektroskopických konstant.
Spekroskopické konstanty mohou být získány na základě proložení vypočtené plochy nebo
křivky, případně, pokud jde o harmonické frekvence, přímo z derivací celkové energie,
v případě, že je implementována ve výpočetním ab initio programu (viz odd. 1.2.2, kde
jsou další odkazy). Mezi látky, jejchž STF byly určeny na základě vlastního ab initio
výpočtu, patří např. již zmíněné S2F+, S2F−, FS2F−, S2F+2 (viz soubor species, a odkazy
v souboru references.txt). Podrobnější údaje obsahují vstupní soubory pro výpočetní
programy STF, které jsou k disposici na vyžádání. Rozsah této práce neumožňuje se
těmito výpočty více zabývat. Některé výpočty elektronových struktur vybraných molekul,
na nichž se podílel autor této práce, byly též publikovány v časopisech [210–214], kde
jsou uvedeny výsledky výpočtů nízko ležících elektronových stavů molekul CCl2, NO
−
2 ,
OF+2 , SF2, SF
+
2 , SF
−
2 , NF2, NF
+
2 , NF
−
2 , CF2, CF
+
2 , CF
−
2 a F
−
3 . Starší práce se zabývají
výpočty základních stavů dvouatomových molekul [208, 209], konkrétně S2, F2, SF, NF,
NS a jejich kladnými a zápornými ionty. Zmiňme se ještě o molekule SF−, pro niž jsou
experimentálně určené ωe, (ωexe) a re základního stavu X 1Σ+ [303]. V tomto případě byly
provedeny výpočty jednak nejnižšího tripletového stavu, ale především byla z ab initio
výpočtu [296] (viz též elektronickou přílohu suppl2.pdf) určena potenciálová křivka
základního a nejnižšího vázaného excitovaného stavu 1Π. Získané potenciálové křivky
byly pak použity pro numerickou integraci vibrační Schrödingerovy rovnice, z čehož byly
určeny STF (viz obr. 3.2 a diskusi na str. 148 a dále).
3.3 Výsledky a diskuse
Na základě předpokladů formulovaných v předchozí kapitole 2 byly v odd. 3.1 a 3.2 uve-
deny termodynamické vztahy a definice, nezbytné pro výpočet STF individuálních látek
a jejich použití pro určení termodynamických vlastností systému. Byl uveden i obecný
algoritmus pro metodu přímé sumace vycházející z energií termů G(v) a Fv(J) (3.56)–
(3.58). Dále, v odd. 3.2.3, byla podána elementární teorie pro popis rotace a vibrace
víceatomových molekul a uvedeny vztahy pro přibližný výpočet STF vycházející ze spek-
troskopického modelu. Dvouatomové molekuly byly předmětem odd. 3.2.4. Byly uvedeny
vztahy pro energie rotačně-vibračních termů, symetrie a statistické váhy rotačních hladin
a postup stanovení mezních hodnot rotačních a vibračních čísel. Nakonec byly stručně
zmíněny možnosti získávání vstupních dat pro výpočet STF a slučovacích tepel.
Základní model, použitý v této práci pro výpočet STF látek sestávajících z víceato-
mových molekul, vychází z přiblížení RR a HO. V některých případech se uvažovaly další
korekce. Základní postup výpočtu STF látek sestávajících z dvouatomových molekul zde
vychází z metody přímé sumace. Vstupními daty pro přímou sumaci i přibližné metody,
jako jsou HO a RR jsou spektroskopické konstanty. Seznam látek je uveden v příloze A.
Ve formě aproximačních koeficientů jsou STF látek uloženy v souboru species, příslušné
odkazy jsou v souboru references.txt. Tyto soubory jsou součástí elektronické přílohy
k této práci uložené v archivním souboru prilohy.zip (viz též str. 123).
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3.3.1 Faktory ovlivňující STF
Problémy spojené s výpočtem STF byly již zmíněny při popisu vibrací a rotací víceato-
mových a dvouatomových molekul a postupu při výpočtu STF. Shrňme stručně možné
vlivy působící na STF.
Divergence PF
O tomto problému bylo pojednáno v kap. 2, odd. 2.3.1. Co bylo řečeno o výpočtu STF
v této kapitole, předpokládá existenci renormalizační procedury, jak o ní byla řeč v zá-
věru odd. 2.3.1 a úvodu této kapitoly. Jedním z předpokladů renormalizace však je, že
obecně závisí na složení celého systému, a tudíž nelze separovat partiční funkci odpo-
vídající jediné látce, takže pak nelze ani definovat STF individuálních látek. Bez toho,
aniž bychom se zabývali konkrétním řešením kvantové statistiky vícečásticové soustavy,
byl přijat předpoklad, že tato renormalizační funkce je v nultém přiblížení pro známé
elektronové stavy, blízká jedné a prakticky nezávislá na složení. Mezimolekulové inter-
akce jsou pak reprezentovány konfiguračním integrálem, příp. Slaterovovou sumou. Na
tomto předpokladu byly určeny „praktickéÿ hodnoty STF. Analogický problém vzniká i
v případě vibračních hladin pro meziatomové potenciály konvergující k disociační limitě
pomaleji než r−2. To se týká především iontových stavů, nicméně by musela být určena
dostatečně přesně potenciálová křivka, z níž by vyplynulo uvedené asymptotické chování.
Chyba určení STF
Jedním z důsledků toho, co bylo uvedeno, je však i skutečnost, že lze dosti těžko vůbec
definovat chybu STF individuální látky. Správná, renormalizovaná PF závisí na složení
systému a není známa před tím, než je určeno jeho složení. Složení se určí následně něja-
kým iteračním postupem. Musela by se tedy určovat chyba, která vznikne ve výsledných
termodynamických funkcích uvažovaného systému, způsobená tím, že příspěvek dané
látky byl vyjádřen nějakým počátečním odhadem. Takový počáteční odhad představuje
STF této látky s nějakým (nebo žádným) odhadem příspěvku složení systému. Pokud
se neuvažuje renormalizační procedura, bylo by tedy nutné a priori stanovit kritérium
platné pro celou množinu látek. Takové kritérium sice lze zvolit, ježto však nutno uva-
žovat celou množinu látek, přičemž každá z nich má jiné elektronové spektrum, je jeho
použití sporné. Např. [176] volí kritérium takové, že do výpočtu STF zahrnuje pouze
valenční elektronové stavy. Odtud usuzuje na chyby v učení STF na základě PLPF zo-
becněné na víceelektronový atom34 (viz odd. 2.3.1, vztah (2.215)). Rydbergovy stavy
atomů a molekul leží sice v obecně výše než stavy valenční, nicméně relativní energie
stavů různých molekul a atomů tomu nemusí odpovídat. Kromě toho vyloučení těchto
hladin může u vyšších teplot znamenat poměrně značné rozdíly v průběhu C◦p a tedy i
hodnotách [H◦(T )−H◦(0)]. Příkladem je dusíkový atom (obr. 3.3). Na základě toho, co
bylo uvedeno, lze chápat hodnoty STF individuálních látek jen jako počáteční odhad,
který je nezbytný pro další výpočty termodynamických funkcí a složení systému a může
být též vstupem pro renormalizaci. V této práci byly uvažovány dostupné elektronové
hladiny bez ohledu na to, zda jsou valenční nebo Rydbergovy.
34 Jediným rozdílem oproti PLPF (2.215) je to, že se v něm provádí pro N -elektronový atom sumace
přes všechny Rydbergovy řady s limitou IP1 až IPN .
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Vliv elektronových hladin
Vycházejme dále z toho, že se do výpočtu STF zahrne konečný počet elektronových
stavů až po stanovenou mez, určenou mezní hodnotou energie. Vzniká nyní otázka, zda
je nutno zahrnout všechny stavy. Odpovědí je, že při výpočtu praktických hodnot STF
se uvažují pouze vázané stavy, neboť stavy kontinua odpovídají translačním složkám
odpovídajících produktů rozkladu a tak je tomu i v této práci. Repulzivní stavy molekul,
i když mohou mít nižší hodnotu energie pro vertikální přechod s nějakým vázaným stavem,
se neuvažují. Jinou otázkou je, zda stavy, uvažované až po stanovenou mez energie, které
jsou zahrnuty do výpočtu STF, tvoří úplné spektrum. Mezi uvažovanými stavy nemusí být
vždy identifikovány všechny. Odpověď na tuto otázku je poněkud obtížnější; pokud nelze
provést experimentální ověření, zůstává možnost ab initio výpočtů. Zmíněné výpočty, na
nichž se podílel autor této práce se týkají několika nejnižších stavů dané multiplicity.
V případě většího spektra stavů s případným zahrnutím Rydbergových stavů je problém
obtížnější a je třeba uvažovat i větší elektronové multiplicity, než je běžné. Z obecného
hlediska nelze proto zaručit, že v uvažovaných vstupních datech neschází elektronové
hladiny. To se týká samozřejmě i elektronových stavů atomů, kdy je známo většinou
mnohem větší množství hladin.
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Obrázek 3.3: Závislost C◦p(T ) atomárního N na elektronových hladinách. Závislost je znázor-
něna pro základní stav (ground), kdy je rovna translační složce (trans), valenční stavy (val) a
veškeré stavy uveřejněné [188] (all). Data převzatá z tabulek [30] (JANAF) a [304] (Gurvich)
jsou vyznačena izolovanými body.
Hodnoty STF jsou dány celkovým počtem stavů, energií stavů a hustotou stavů. Změny
v závislosti STF na teplotě lze nejnázorněji zachytit průběhem C◦p,int(T ) jako druhé de-
rivace Φ◦(T ); samotné změny Φ◦(T ) jako logaritmu Q nejsou příliš průkazné. Vliv elek-
tronových hladin, vzhledem k jejich energii řádu jednotek eV i více na hodnoty STF se
bude výrazněji projevovat zvláště za vyšších teplot, jak je tomu u atomu dusíku, což
znázorňuje obr. 3.3, kdy do teploty cca 10 kK, stačí z dostupných hladin uvažovat pouze
ty, které odpovídají valenčním stavům. Nicméně, např. v případě F2 je poměrně vysoká
hustota elektronových stavů od cca 93 000 cm−1 [71, 185], takže jsou-li uvažovány pu-
blikované experimentálně dostupné stavy v [71, 185], vzniká charakteristické maximum
C◦p(T ) s hodnotou cca 65 JK
−1mol−1 již za teploty kolem 8000 K [33]. K tomuto maximu
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přispívají výhradně Rydbergovy stavy a vůbec se neobjevuje, je-li vzat v úvahu pouze
základní stav. Tabulky [176] uvažují toliko základní stav, při výpočtech STF do 10 kK,
takže od cca 4000 K jsou jejich hodnoty C◦p(T ), H
◦(T )−H◦(0) a Φ◦(T ) podhodnoceny.
V případě molekul s nižší energií excitovaných stavů je maximum C◦p(T ) posunuto k niž-
ším teplotám. To je případ např. zmíněné molekuly SF− (obr. 3.5), ale také S2, kdy se
maximum C◦p(T ) objevuje již při cca 3000 K; energie nejnižšího excitovaného stavu je asi
4700 cm−1. Uvedené příklady F2 a S2 jsou diskutovány v [33].
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Obrázek 3.4: Průběh C◦p,int(T ) NF
−
2 základního stavu (X
1A1), se zahrnutím stavu (1 3B1) a
se zahrnutím všech stavů (1 1A2) uvedených v tab. 3.4. C◦p,int(T ) konvergují k hodnotě 4, 5R.
Jako příklad víceatomových molekul uveďme NF−2 . K této molekule nejsou známa žádná
experimentální data s výjimkou elektronové afinity NF2 [185] a fundamentálních frekvencí
základního stavu v Ne matrici [185,193]. Energie, geometrie a harmonické frekvence pěti
nejnižších elektronových excitovaných stavů s energií menší než 5 eV byly určeny ab
initio výpočtem [212], na němž se podílel autor této práce. Vibračně-rotační příspěvek
k hodnotám STF každého stavu byl pak určen na základě přiblížení RR a HO. Hodnoty
jsou shrnuty v tabulce 3.4.
Tabulka 3.4: Energie T0, harmonické frekvence ω1, ω2, ω3 a rotační konstanty Ae, Be, Ce šesti
nejnižších stavů NF−2 určené z ab initio výpočtu [212]. U základního stavu jsou harmonické
frekvence nahrazeny fundamentálními převzatými z [193]. Všechny hodnoty jsou v cm−1.
Stav T0 ω1 ω2 ω3 Ae Be Ce
X 1A1 0 995 a 431 a 862 a 1,7893 0,3428 0,2877
1 3B1 8646 683 562 249 7,8124 0,1715 0,1678
1 3A2 16 857 724 497 406 1,0527 0,3353 0,2543
1 1B1 18 172 714 567 275 7,3279 0,1729 0,1690
2 1A1 23 995 725 541 494 60,1045 0,1585 0,1581
1 1A2 25 560 721 498 406 1,0557 0,3440 0,2594
a Fundamentální frekvence [193].
Výsledné C◦p,int(T ) se zahrnutím základního a excitovaných stavů je znázorněno na obr.
3.4. Charakteristický pro model RR, HO je monotónní průběh C◦p,int(T ) základního elek-
tronového stavu. Stejně jako ve všech případech bodové grupy C2v, C◦p,int(T ) konvergují
k hodnotě 4, 5R (viz dále str. 150).
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Vliv vibračně-rotačních hladin
Obecným problémem je neadekvátnost formulí na výpočet vibračně-rotačních hladin pro
vysoké hodnoty vibračních a rotačních čísel. V případě přímé sumace u dvouatomových
molekul se tato obtíž týká též stanovení vmax a Jmax (odd. 3.2.5). Na str. 141 a dále je řeč
o tom, že pro korektní určení energií a stanovení maximálních hodnot v a J , třeba provést
extrapolaci Fv(J) pro v → vmax a J → Jmax, což zmiňuje [176]. Potíž je však i v tom, že
spektroskopická data jsou často neúplná na to, aby bylo možno extrapolaci provést. Jedna
z možností, jak uvedený problém řešit, spočívá v tom, že se zkonstruuje vhodný meziato-
mový potenciál V(r), který zahrnuje r dostatečné k tomu, aby G(v) ≤ V(r) pro všechny
v = 0, 1, 2, . . .. Pro rotující molekulu pak pro každé zadané J odtud plyne efektivní po-
tenciál Veff(r, J). Řešení Schrödingerovy rovnice pro každé zadané J < Jlim, poskytne
diskrétní hodnotu E(v, J) ≤ Veff(rmax). V první aproximaci jsou stavy Λ 6= 0 dvakrát
degenerovány. Získané energie je pak možno dosadit přímo do vzorce pro PF a její de-
rivace, čímž je problém vyřešen. Takovýto výpočet byl proveden numerickou integrací
vibrační Schrödingerovy rovnice pro Veff(r, J) molekuly SF−. Numerická metoda vyu-
žívá Fourierovy disktretizace hamiltoniánu (Fourier grid hamiltonian) [132–134]; www
přístup viz [305], kde jsou odkazy na původní program (FORTRAN) i program ke sta-
žení35. Potenciálová křivka byla pro dva nejnižší singletové stavy X 1Σ+, 1 1Π, získána
ab initio výpočtem [296] (elektronická příloha prilohy.zip, soubor suppl2.pdf). Hod-
noty vypočtených ab initio energií byly pak v určitých intervalech proloženy vhodnými
funkcemi, tak, aby bylo možno určit V(r) pro dostatečně velké hodnoty r, kde se V(r) již
blíží asymptotě D0e .
Tabulka 3.5: Spektroskopické konstanty SF− získané z ab initio výpočtu [296]. Hodnoty kon-
stant jsou v cm−1, re je v A˚.
Stav Te D0e ωe ωexe Be αe × 103 De × 107 re
X 1Σ+ 0 31 535 656,8 3,4 0,475 3,4 10,0 1,7259
1 1Π 17922 13 603 365,5 2,5 0,321 3,0 9,9 2,1005
Tabulka 3.6: vmax a Jlim získané pomocí spektroskopických konstant (Spect) a na základě
numerického řešení Schrödingerovy rovnice (Num) singletových stavů SF−.
vmax Jlim
Stav Spect Num Spect Num
X 1Σ+ 96 83 342 357
1 1Π 72 71 270 274
Křivky efektivního potenciálu jsou zakresleny na obr. 3.2. Na základě koeficientů získa-
ných z aproximace V(r) Dunhamovým rozvojem (příp. SPF) byly odhadnuty nejzáklad-
nější spektroskopické konstanty. Přímo bylo možno získat re, Be, ωe; asymptotou je D0e ;
αe, De byly odhadnuty podle (3.140) a ωexe podle (3.125)36. Výsledky jsou shrnuty v ta-
bulce 3.5 Tyto konstanty byly použity pro výpočet STF přímou sumací. Hodnoty Jlim
35 Zde byl autorem této práce využit původní program, v němž byly dále provedeny určité změny,
zejména pokud jde o numerickou metodu výpočtu vlastních hodnot hermitovské matice a začleněn do
programu na výpočet STF. Výsledný program je k disposici na vyžádání.
36 Přesnější metodou by bylo získat tyto konstanty na základě aproximace vypočtených diskrétních
dat funkčními závislostmi G(v) a Fv(J), nicméně výše uvedený případ je pro neznámé konstanty zcela
typický.
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vychází z řešení (3.157) pro potenciál V(r) (3.130), vmax je určeno podmínkou (3.123), což
je v tomto konkrétním případě (3.124)37. Hodnoty Jmax vychází ze vztahu (3.158). Uve-
dené hodnoty spolu s odpovídajícími hodnotami, jež byly získány na základě numerické
integrace Schrödingerovy rovnice, jsou shrnuty v tabulce 3.6.
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Obrázek 3.5: Průběh C◦p,int(T ) získané přímou sumací na základě numerického řešení Schrö-
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Obrázek 3.6: Průběh [H◦(T )−H◦(0)]int získané přímou sumací na základě numerického řešení
Schrödingerovy rovnice (Num) a pomocí spektroskopických konstant (Spect).
V daném případě bylo nalezeno numerickým výpočtem celkem 132 620 diskrétních hla-
din. Všechny interní STF získané přímou sumací ze spektrálních konstant jsou oproti
hodnotám získaným z numerické integrace podhodnoceny. Nejzřetelnější odchylky v hod-
notách STF jsou patrny v případě Cp,int, pro teploty blížící se maximu kolem 6000 K, a
[H◦(T )−H◦(0)]int jako jeho integrálu pro teploty od cca 8000 K, jak je zachyceno na obr.
37 Přijatý algoritmus vychází z ∆Gv+1/2 = 0, což v tomto případě činí vmax + 1/2.
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3.5 a 3.6. Zvýšení Jlim (Spect) na odpovídající hodnoty (Num) se projeví pouze malou
změnou. Hodnoty maxima Cp,int (Num) dosáhne Cp,int (Spect) zhruba až po zvýšení vmax
na 126 u X 1Σ+ a na 92 u 1 1Π. Takové navýšení je však zcela arbitrární. Je tedy zřejmé,
že výpočet G(v) + Fv(J) je nekorektní bez extrapolace k vyšším hodnotám v a J . To je
však sotva možné, není-li známo dostatek spektroskopických dat.
Je pravdou, že ani výsledky numerické integrace Schrödingerovy rovnice nejsou zcela
přesné, neboť kromě chyby numerické metody obsahují ještě chybu zapříčiněnou úrovní
fyzikální aproximace (např. štepení degenerovaných hladin Λ 6= 0, růst magnetického
momentu způsobeného rotací apod.). Tuto chybu, řádu desítek cm−1 (viz předchozí od-
stavce), lze však z hlediska výpočtu STF považovat za nevýznamnou. Je tudíž oprávněné
předpokládat, že výhodnější procedura pro výpočet STF dvouatomových molekul, než je
standardní přímá sumace, by měla vycházet z numerického řešení vibrační Schrödinge-
rovy rovnice pro efektivní potenciál. Konstrukce přesné V(r) představuje patrně v tomto
postupu nejobtížnější krok38. Je však samozřemě možné použít i méně přesných empiric-
kých potenciálů.
Rozdíly v hodnotách (Num) a (Spect), kromě C◦p,int(T ), rostou s teplotou; pro S
◦(T ) je
tento rozdíl menší než [H◦(T )−H◦(0)]int a od cca 20 kK se blíží konstantě, rozdíl Φ◦(T ) je
ještě méně výrazný. Za teploty 50 kK tyto rozdíly činí (∆X◦ = X◦Num−X◦Spec) ∆[H◦(T )−
H◦(0)] = 32, 009 kJ mol−1, ∆S◦(T ) = 3, 517 JK−1mol−1, ∆Φ◦(T ) = 2, 877 JK−1mol−1.
Aproximace RR, HO Pokud spektrum energií obsahuje konečný počet hladin, te-
pelná kapacita Cp(T ) → 0, pro T → ∞, jelikož jsou veškeré možné stupně volnosti
„vysycenyÿ39. Průběh C◦p,int(T ), určený na základě přímé sumace (obr 3.3, 3.5) tomu
odpovídá.
Uvedený předpoklad však není splněn pro model RR, HO, neboť zde nekonečná mno-
žina hladin není shora omezená. Model HO vychází z kvadratické potenciálové jámy a
reprezentuje případ vibrace, pro níž neexistuje disociační limita. Jak již bylo řečeno dříve,
nutnou podmínkou pro existenci disociační limity je přítomnost anharmonického členu,
který však model HO postrádá. Podle vzorců (3.98), (3.100) je C◦p,RR lineárních molekul
R, nelineárních 32R. Z (3.105) je zřejmé, že
lim
T→∞
Cp,HO(T ) = R
∑
i
di,
kde di je degenerace vibrace i. K součtu této asymptotické hodnoty a odpovídající rotační
složky konvergují hodnoty C◦p,int v aproximaci RR, HO. Rotační složka [H
◦(T )−H◦(0)]RR
je pro lineární molekuly rovna RT , pro nelineární 32RT (3.98), (3.100). Z limitního vztahu
pro C◦p,HO nebo z (3.104) plyne, že [H
◦(T )−H◦(0)]HO se asymptoticky blíží linearitě
lim
T→∞
[H◦(T )−H◦(0)]HO = RT
∑
i
di.
Ze vzorců (3.97), (3.99) a(3.103) je zřejmé, že pro T →∞, Φ◦RR(T )→∞ a Φ◦HO(T )→∞.
Z výše uvedeného je patrné, že pokud by se výpočet STF molekuly SF− uskutečnil
v aproximaci RR, HO budou se hodnoty C◦p,int asymptoticky blížit C
◦
p,RR + C
◦
p,HO =
38 Pokud má potenciálová křivka co nejlépe odpovídat prokládaným bodům, je obvykle nutno rozdělit
celý interval na několik podintervalů včetně asymptotické oblasti a zaručit spojitost přinejmenším druhé
derivace.
39 Je-li množina hladin energie shora omezená, tj. pokud Ei < C ∈ R pro i → ∞ a obsazovací
pravděpodobnost wi → 0, i→∞, lze předpokládat stejný závěr.
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R + R pro T → ∞. Tato situace je znázorněna na obr. 3.7, kde je zakreslen teplotní
průběh C◦p,int(T ) základního stavu a průběh závislosti se zahrnutím všech tří dostupných
elektronových stavů, jak pro přímou sumaci, tak v přiblížení RR, HO. Spektroskopické
konstanty jsou uvedeny v tabulce 3.7
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Obrázek 3.7: Závislosti C◦p,int(T ) na teplotě získané z modelu RR, HO (RR, HO) a přímé
sumace (DS) molekuly SF−. Průběh C◦p,int(T ) základního stavu (X RR,HO) je monotonní a
konverguje k 2R, průběh v případě přímé sumace (X DS) má maximum kolem 8000 K. Zbý-
vající křivky zahrnují všechny stavy. Izolované body představují hodnoty převzaté z tabulek
JANAF [30].
Pro výpočet STF na obr. 3.7 byly využity výsledky ab initio, které se poněkud liší
od údajů v tab 3.5. V případě základního stavu byla provedena extrapolace k úplné
bázi [209]. Be vychází z experimentální hodnoty [303]. Konstanty stavu 1 3Π byly určeny
z jiného ab initio výpočtu40, konstanty 1 1Π vychází z již popsaných ab initio výpočtů
v tab. 3.5 [296] (suppl2.pdf).
Tabulka 3.7: Spektroskopické konstanty SF− použité k výpočtu STF, převážně z ab initio
výpočtů. Hodnoty konstant jsou v cm−1.
Stav Te ωe ωexe Be αe × 103 De × 107
X 1Σ+ a 0 656,07 2,23 0,4798 b 4,45 10,88
1 3Π c 12 568 339,1 2,41 0,305 2,97 9,89
1 1Π d 17 922 365,5 2,5 0,321 3,0 9,9
a Výsledky ab initio výpočtů [209], b z experimentální hodnoty re [303], c výsledky nepubliko-
vaných ab initio výpočtů (pozn. 40), d výsledky ab initio výpočtů [296].
Shrňme výše uvedené skutečnosti. Všechny STF v aproximaci RR, HO jsou obecně od
určitých teplot nadhodnoceny vzhledem k hodnotám zíkaným přímou sumací. Asymptoty
závislosti C◦p,int(T ) jsou konstantní funkce: pro přímou sumaci f(T ) = 0; pro RR, HO
f(T ) = aR, kde a ≥ 2, a = ∑i di plus R (u lineárních molekul) nebo 32R. Rozdíly
C◦p,int(T ) mezi aproximací RR, HO a přímé sumace se s rostoucí teplotou blíží relativně
velké konstantě (aR). Následkem toho, se rozdíly v [H◦(T ) −H◦(0)]int s růstem teploty
40 Nepublikované výsledky na úrovni CCSD(T)/cc-pVQZ.
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blíží linearitě (směrnice aRT ) a za teplot kolem 50 kK jsou již tak velké, že dosahují až sto-
vek procent hodnoty interní složky z přímé sumace, jak znázorňuje obr. 3.8 v případě SF−,
kdy tento tento rozdíl při 50 kK činí 660 kJ mol−1. Procentuální relativní chyba vzhledem
k přímé sumaci pro interní složku při 50 kK je v tomto případě 205 %, celková relativní
chyba se zahrnutím translační složky pak 49 % ([H◦(50 kK)−H◦(0)]tr .= 1039 kJ mol−1).
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Obrázek 3.8: Závislosti [H◦(T )−H◦(0)]int na teplotě získané z modelu RR, HO (RR, HO) a
přímé sumace (DS) molekuly SF−. Závislost RR, HO se blíží linearitě se směrnicí 2R. Izolované
body představují hodnoty převzaté z tabulek JANAF [30].
Kromě toho má vibračně-rotační C◦p,int(T ) v přiblížení RR, HO monotónní průběh
(obr. 3.4, 3.7). V případě přímé sumace se však vždy objevuje maximum, takže v níz-
koteplotní oblasti, až po jistou hodnotu (řádu 103 K), jsou [H◦(T ) − H◦(0)]int poněkud
podhodnoceny oproti přímé sumaci.
Nicméně, rozdíl v Φ◦int(T ) aproximace RR, HO a přímé sumace je relativně malý, jak je
patrné z obr. 3.9, kdy činí 15 J K−1mol−1. Procentuální relativní chyba vzhledem k přímé
sumaci činí při 50 kK pro interní složku 11 %, celková relativní chyba Φ◦ však činí jen
4 % (Φ◦tr(50 kK)
.
= 244 J K−1mol−1). Je proto možné Φ◦(T ) získané v aproximaci RR, HO
považovat za přijatelný odhad hodnoty přímé sumace až do 50 kK, Jak je uvedeno v kap.
4, je složení systému určeno Φ◦(T ) jednotlivých látek. Množství látek složených z vícea-
tomových molekul je za teplot, při nichž jsou již výrazné rozdíly v hodnotách C◦p,int(T ),
[H◦(T )−H◦(0)]int mezi aproximací RR, HO a přímou sumací, obvykle zanedbatelné (viz
např. [7,22–25,33]). V případě složení systému uvedeného v kap. 4, se žádná víceatomová
látka prakticky nevyskytuje za teplot vyšších než cca 8000 K (molární zlomek xi < 10−9).
Za nižších teplot, jako v tomto případě do 8000 K, lze však model RR, HO obecně pova-
žovat za přijatelnou aproximaci STF. Pokud jde o dvouatomové molekuly, ty se vyskytují
až do značně vysokých teplot; např. systém uvedený v kap. 4 obsahuje dvouatomové
molekuly ještě při 35 kK, takže obecně není možné C◦p,int(T ), [H
◦(T )−H◦(0)]int dvouato-
mových molekul určovat z přiblížení RR, HO, nýbrž nejlépe z přímé sumace. Pokud jde
o kvantitativní posouzení výskytu dané látky v obecném systému, byl navržen postup pro
stanovení intervalu výskytu ( [286], viz též pozn. 18 na str. 123), který určuje, v jakém
teplotním intervalu se látka vůbec může vyskytovat, nehledě na konktrétní systém, pro
tlaky od 0,01 do 100 bar. Jako hranice výskytu byl stanoven molární zlomek 10−12, což
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je velmi nízká hodnota; termodynamické funkce systému budou samozřejmě ovlivněny
látkami s tak nízkým molárním zlomkem ve zcela minimálním rozsahu.
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Obrázek 3.9: Závislosti Φ◦int(T ) na teplotě získané z modelu RR, HO (RR, HO) a přímé sumace
(DS) molekuly SF−. Izolované body představují hodnoty převzaté z tabulek JANAF [30].
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Kapitola 4
Složení a termodynamické funkce
systému
Smyslem výpočtu STF je poskytnout vstupní data pro výpočet složení a termodynamic-
kých vlastností systému (TDP). Složení a TDP systému v termodynamické rovnováze
jsou počátečním krokem při modelování procesů v plazmatu (dále viz kap. 1, odd. 1.1).
V úvodní kapitole, odd. 1.2.3 byly shrnuty základní metody pro výpočet rovnováž-
ného složení a TDP multikomponentového systému. Tento výpočet lze realizovat dvěma,
formálně ekvivalentními, postupy: stechiometrickým a nestechiometrickým algoritmem.
Stechiometrický algoritmus vychází z formulace soustavy nezávislých chemických rovnic,
kde každá látka má v každé z rovnic určitý stechiometrický koeficient, nestechiometrický
algoritmus vychází z minimalizace celkové energetické funkce systému (nejčastěji Gibb-
sovy energie), popř. maximalizace entropie. Z numerického hlediska je nestechiometrický
algoritmus snáze přístupný automatickému zpracování pomocí počítačového programu.
Zvolíme-li jako nezávislé proměnné teplotu a tlak systému, vede nestechiometrický al-
goritmus k minimalizaci Gibbsovy energie systému, pokud zvolíme teplotu a objem, je mi-
nimalizovanou funkcí systému Helmholtzova energie. Podstatným přínosem pro aplikaci
nestechiometrického algorimu je nahrazení Gibbsovy energie kvadratickou aproximací,
což vede na iterační proceduru s podstatně redukovaným počtem proměnných oproti pů-
vodnímu algoritmu (metoda WJD; z N + M + 1 proměnných v ideálním homogenním
systému na M + 1, kde N je počet složek a M dimenze atomární báze – typicky počet
prvků [18–20]). Tento algoritmus však vyžaduje pozitivní počáteční odhad složení, který
současně vyhovuje podmínce látkové bilance, což bylo efektivně vyřešeno v [6]. Metoda
popsaná v [6] je součástí databázového systému popsaného v [32]. Uvedená WJD me-
toda je však formulována pouze pro systém ve stavu ideálního plynu. Dále bude uveden
postup umožňující výpočet homogenního plynného systému ve stavu neideálního plynu.
Pro tento účel je též nezbytné navrhnout postup pro minimalizaci Helmholtzovy energie,
jelikož neideální příspěvky jsou většinou funkcí koncentrací, a tedy závisí na objemu.
I když, jak bude uvedeno dále, je postup odvození přímočarý, autor této práce si není
vědom žádné práce, kde by byly výsledné vztahy pro případ konstantní teploty a objemu
publikovány.
Přehled současného stavu této poblematiky téma byl již podán v kap. 1, odd. 1.2.3.
Metoda navržená autorem této práce byla publikována v [230], kde je podrobněji popsána.
Porobnější informace obecnějšího charakteru vč. konkrétních příkladů podává [18,19].
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4.1 Rovnovážné složení a termodynamické vlastnosti
4.1.1 Definice základních pojmů
Systém, komponenta, atomární báze, složení, látková bilance
Definice systému (soustavy) již byla podána v kap. 2, odd. 2.1.1. V této kapitole pod
pojmem systém však rozumíme neprázdnou množinu komponent (složek) Ci
S = {C1, C2, . . . , Ci, . . . CN},
kde každá složka Ci je vyjádřena jako lineární kombinace prvků E1, E2, . . . , EM
Ci =
M∑
j=1
aijEj. (4.1)
aij představuje konstituční koeficient, matice A = [aji] se nazývá konstituční matice.
Prvky Ej tvoří lineárně nezávislou bázi E = {E1, E2, . . . , EM}. Báze E se nazývá množina
prvků vytvářející S , pokud pro každý prvek Ej existuje komponenta Ci ∈ S taková,
že aij 6= 0. Jako prvky báze E se obvykle volí atomy prvků a elektron e−. Tato báze se
nazývá atomární báze systému S 1. Z definice (4.1) je dále zřejmé, že složky mohou být
lineárně závislé.
Složením systému n, resp. x rozumíme uspořádanou množinu N prvků
n = {n1, n2, . . . , ni, . . . nN}, resp. x = {x1, x2, . . . , xi, . . . xN},
kde ni, resp. xi označuje látkové množství, resp. molární zlomek komponenty Ci ∈ S ,
xi =
ni
n
, n =
N∑
k=1
nk. (4.2)
Pokud je systémS uzavřený, potom jakékoliv složení n splňuje podmínku látkové bilance
N∑
i=1
niaij = bj, j = 1, 2, . . . ,M, (4.3)
kde bj udává celkové látkové množství prvku Ej ∈ S , které zůstává konstantní během
libovolné reakce probíhající v S . V elektroneutrálním plazmatu je látkové množství e−
nulové, be− = 0, pro všechny ostatní prvky bj > 0. Všechny rovnice v (4.3) jsou lineárně
nezávislé2.
Formálně jsou výše uvedené pojmy definovány v [6].
1 Prvky báze E jsou takové částice, které zůstávají během všech reakcí stálé. Nejčastěji to jsou atomy
chemických prvků (příp. i jejich izotopy). Mohou to však být i sloučeniny; např. pokud může monomer
tvořit oligomery, ale sám se již dále neštěpí, je tato stavební jednotka prvkem báze. Nejsou-li v systému
jiné komponenty než monomer a oligomery, je báze jednoprvková množina, jíž je monomer a všechny
ostatní komponenty jsou lineárně závislé. Nicméně, pokud nedochází k přeměnám jader, mohou být za
prvky báze vždy zvoleny atomy a elektron.
2 Může se však snadno stát, že výsledná soustava bude v dané bázi E lineárně závislá. Potom se
musí lineárně závislé rovnice eliminovat; může být i výhodné změnit vhodně bázi E . Pokud po eliminaci
závislých rovnic nezměníme bázi, zmenší se některé bj . Platnost podmínek se tím však nenaruší.
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4.1.2 Výchozí vztahy a data
Veškeré potřebné termodynamické vztahy byly již uvedeny v kap. 3, odd. 3.1, kde jsou
dále diskutovány.
Výchozí vztahy pro výpočet složení
K výpočtu složení systémuS pro zadané nezávislé proměnné T , P je třeba určit Gibbsovu
energii systému G, pro proměnné T , V pak Helmholtzovu energii A
G(T, P,n) =
N∑
i=1
niµi, (4.4)
A(T, V,n) =
N∑
i=1
niA¯i, (4.5)
kde pro parciální molární veličiny platí
µi = µ
∗
i + µ
ex
i A¯i = A¯
∗
i + A¯
ex
i , (4.6)
v nichž µ∗i , A¯
∗
i označují parciální molární veličiny ve stavu ideálního plynu a teploty a
tlaku (resp. objemu) systému, a kde µexi , A¯
ex
i označují příspěvky k neideálnímu chování
(viz str. 95). Ideální složky jsou dle (3.14), (3.15)
µ∗i = µ
◦
i + RT lnxi + RT ln
P
P ◦
(4.7)
A¯∗i = A¯
◦
i + RT lnni + RT ln
RT
P ◦V
. (4.8)
Dále, pro µ◦i z (3.23) a pro A¯i z (3.18), (3.24)
µ◦i (T ) = ∆fH
◦
Tref ,i
− TΦ◦i (T ), (4.9)
A¯◦i (T ) = ∆fU
◦
Tref ,i
− TΦ◦i (T )−RT. (4.10)
Pokud Tref = 0, pak ∆fH◦Tref ,i = ∆fU
◦
Tref ,i
, a jednoduše
A¯◦i = µ
◦
i −RT, Tref = 0.
Výchozí vztahy pro výpočet TDP
Předpokladem výpočtu TDP je znalost složení. Dále je třeba znát pro zadané hodnoty
T , P , resp. T , V hodnoty STF. Stejně jako v případě G a A se termodynamické funkce
systému X dají vyjádřit jako součet ideálního a neideálního příspěvku
X =
N∑
i=1
ni(X¯
∗
i + X¯
ex
i ) = X
∗ +Xex. (4.11)
Na místo extenzivních veličin je obvyklé udávat veličiny specifické, tj. vztažené na jed-
notku hmotnosti. Hmotnost systému je
m =
N∑
i=1
niMi, (4.12)
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kde Mi je molární hmotnost komponenty Ci. V uzavřeném systému je m konstantní.
Molární hmotnost systému
M =
m
n
. (4.13)
Mezi termodynamickými veličinami jsou i takové, které jsou určeny derivací podle
stavové proměnné Z, která současně způsobuje změnu složení. Zde uvádíme Cp a Cv.
Pokud má být složení konstantní, je pro tento účel definována tzv. „zamrzláÿ tepelná
kapacita Cp,f , Cv,f .
Vztahy pro výpočet termodynamických funkcí systému pomocí STF individuálních
látek jsou shrnuty v příloze C.
Vstupní data
Vstupními daty pro pro výpočet složení pro zadané nezávislé proměnné T , P , resp. T , V
jsou HF (eventuálně standardní slučovací vnitřní energie, pokud Tref 6= 0) všech závislých
komponent a hodnoty Φ◦(T ). HF prvků v referenčních stavech jsou definitoricky rovny
nule. Pro všechny komponenty musí být zadaná stejná hodnota Tref , P ◦.
V případě, že jsou tabelovány hodnoty HF pro nenulovou referenční teplotu Tref ,
a má být proveden výpočet TDP pro zadané T , V je pro výpočet správných hodnot
termodynamických funkcí třeba provést přepočet ∆fH◦Tref na ∆fU
◦
Tref
podle (3.26). Pokud
se při výpočtu pro dané T , V vychází z ∆fH◦Tref , složení v takovém případě vyjde správné,
ale hodnota Helmholtzovy energie již určena správně není. Je proto lépe, pokud je to
možné, volit Tref = 0.
Pro výpočet TDP je mimo vstupních dat nutných k výpočtu složení, zahrnujících
Φ◦(T ), nutná znalost zbývajících STF. Pokud jsou hodnoty STF vyjádřeny pomocí apro-
ximačních koeficientů, jak jsou definovány v příloze B, jsou jimi jednoznačně zadány
všechny STF.
Mimo uvedené STF a HF je třeba znát hodnoty neideálních příspěvků k parciálním
molárním veličinám X¯ex; pro výpočet složení je třeba znát µexi , resp. A¯
ex
i , pro výpočet
TDP samozřejmě ještě odpovídající další neideální parciální molární příspěvky. Hodnoty
těchto „dodatkovýchÿ funkcí (dále ETF) závisí na složení systému, teplotě a jsou většinou
explicitní funkcí koncentrace ci = ni/V . Podrobněji jsou popsány dále v odd. 4.1.5.
Postup uvedený v následujících oddílech pro výpočet složení (odd. 4.1.3) a TDP (odd.
4.1.4) systému v termodynamické rovnováze je obecný.
Konkrétní algoritmus výpočtu navazuje na postup výpočtu složení a TDP ideálního
plynného systému za konstantního tlaku [6], který je již součástí databázového systému
popsaného v [32]. Algoritmus výpočtu neideálního systému byl implementován do výpo-
četního programu (v jazyce C++) tak, aby bylo možno využít dat zmíněného databá-
zového systému. Soubor vstupních dat pro výpočet má velmi podobnou strukturu jako
program popsaný v [6]. Výhoda použití databázového systému [32] spočívá v tom, že
konzistentně poskytuje
1. základní údaje pro určení HF,
2. aproximační koeficienty určující STF individuálních látek – komponent přítomných
v systému,
3. softwarové nástroje umožňující HF a STF všech látek přepočítat k jedné referenční
teplotě (0 K nebo 273,15 K) a jednomu standadnímu tlaku (1 bar nebo 1 atm).
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4.1.3 Výpočet rovnovážného složení
Definujme funkci F
F (n) =
N∑
i=1
fi, fi =
{
niµi/RT pro dané T, P,
niA¯i/RT pro dané T, V.
(4.14)
Složení systému v termodynamické rovnováze je určeno souřadnicemi minima F za da-
ného T , P , resp. T , V , na oblasti, v níž platí podmínky látkové bilance (4.3) [18, 19].
Minimalisaci funkce F za daných vazných podmínek je možno realizovat Lagrangeovou
metodou neurčitých multiplikátorů.
Definujme funkciF tak, že k F přičteme vazné podmínky (4.3) ve tvaru bj−
∑
i niaij,
násobené neurčitým multiplikátorem λj
F = F (n) +
M∑
j=1
λj
(
bj −
N∑
i=1
niaij
)
. (4.15)
Podmínka minimalizace je
δF =
N∑
i=1
∂F
∂ni
δni = 0,
což je splněno tehdy a jen tehdy, pokud
∂F
∂ni
= 0, i = 1, 2, . . . , N. (4.16)
Dosazením za F z (4.15) a (4.14) a následným derivováním obdržíme soustavu simultán-
ních rovnic (4.16) ve tvaru(
∂F
∂ni
)
T,P,nj
=
µi
RT
−
M∑
j=1
aijλj = 0, i = 1, 2, . . . , N, (4.17)
za konstantních hodnot T , P 3 resp.(
∂F
∂ni
)
T,V,nj
=
A¯i
RT
−
M∑
j=1
aijλj = 0, i = 1, 2, . . . , N, (4.18)
za konstantních hodnot T , V .
Pro určení složení n je tedy třeba řešit N nelineárních rovnic (4.17) pro zadané T , P ,
resp. (4.18) pro zadané T , V , a M lineárních rovnic látkové bilance (4.3), neboť kromě
N látkových množství je třeba určit M neznámých neurčitých multiplikátorů.
Soustavu rovnic (4.17), resp. (4.18), (4.3), (4.2) lze řešit přímo pomocí nějaké nume-
rické metody, např. NR (viz. kap. 1, odd. 1.2.3), jako je tomu např v [24, 25]. Nicméně,
3 Jelikož
∑
i nidµi = 0 pro konstantní T , P , je
N∑
i=1
ni
(
∂µi
∂ni
)
T,P,nj
dni = 0, a tedy
N∑
i=1
ni
(
∂µi
∂ni
)
T,P,nj
= 0.
Analogicky pro A¯i.
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z numerického hlediska je tento přístup značně náročný, jelikož v případě složitého sys-
tému obsahujícího stovky komponent, je třeba řešit odpovídající soustavu obsahující
stejný počet nelineárních rovnic. Pro zaručení konvergence je stejně třeba mít vhodný
počáteční odhad, nehledě na numerické nestability.
V dalším bude proto zaměřena pozornost na efektivnější postup, původně navržený
v [20] pro výpočet složení ideálního plynného systému za konstantních T , P , jehož im-
plemetace do výpočetního algoritmu je předmětem [6].
K tomu, abychom formulovali postup pro výpočet složení neideálního systému, uve-
deme nejprve vztahy pro ideální systém S ∗. Složení S ∗ pak bude vstupem pro výpočet
neideálního systému, což bude popsáno posléze.
Vyjdeme z jakéhokoliv počátečního složení, které vyhovuje podmínkám 4.3 a je po-
zitivní n(l) = {n(l)1 , n(l)2 , . . . , n(l)i , . . . , n(l)N }, l = 1, 2, . . ., n(l)i > 0. Toto počáteční složení
určuje první aproximaci Gibbsovy, resp. Helmholtzovy energie systému. Taylorův rozvoj
F kolem n(l) do druhého řádu poskytne kvadratickou aproximaci Q(n(l+1))
Q(n(l+1)) =
∑
i
∂F
∂ni
∣∣∣∣
ni=n
(l)
i
∆i +
1
2
∑
i
∑
j
∂2F
∂ni∂nj
∣∣∣∣
ni=n
(l)
i ,nj=n
(l)
j
∆i∆j,
kde ∆k = n
(l+1)
k − n(l)k , k = i, j.
V ideálním plynném systému µi = µ∗i , A¯i = A¯
∗
i . Vypočteme-li derivace F , po úpravách
obdržíme
Q(T, P,n(l+1)) = F (n(l)) +
∑
i
µ∗i (n
(l))
RT
∆i +
1
2
∑
i
n(l)(∆i/n
(l)
i −∆/n(l))2, (4.19)
kde ∆ = n(l+1) − n(l), pro zadané T , P (viz [20]) a
Q(T, V,n(l+1)) = F (n(l)) +
∑
i
A¯∗i (n
(l)
i )
RT
∆i +
1
2
∑
i
∆2i /n
(l)
i , (4.20)
pro zadané T , V . Jak patrno z (4.19) a (4.20), jsou druhé parciální derivace F a Q
pozitivní, a tedy jsou tyto funkce konvexní, čímž, jak bude dále ukázáno, je zaručena
konvergence postupných aproximací l.
Následující aproximace řešení vychází z minimalizace kvadratické aproximace Q. To
se provede metodou neurčitých multiplikátorů; ve vztahu (4.15) proF se dosadí na místo
funkce F aproximace Q, která je určena vztahy (4.19), resp. (4.20). Q bude minimalizo-
váno tehdy a jen tehdy, pokud δF = 0, n(l+1)i > 0, což vede k soustavě rovnic (4.16),
v nichž za proměnné ni dosadíme n
(l+1)
i . Derivace ∂F/∂n
(l+1) po dosazení za Q z (4.19),
resp. (4.20) bude
∂F
∂ n
(l+1)
i
=
µ∗i (n
(l))
RT
+
n
(l+1)
i
n
(l)
i
− n
(l+1)
n(l)
−
M∑
i=1
aijλj = 0, i = 1, 2, . . . , N,
pro konstantní hodnoty T , P , a
∂F
∂ n
(l+1)
i
=
A¯∗i (n
(l)
i )
RT
+
n
(l+1)
i
n
(l)
i
− 1−
M∑
i=1
aijλj = 0, i = 1, 2, . . . , N,
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pro konstantní hodnoty T , V . Z těchto vztahů vyjádříme n(l+1)
n
(l+1)
i = −fi(n(l)) + n(l)i
(
u+ 1 +
M∑
i=1
aijλj
)
, (4.21)
kde u = n(l+1)/n(l) − 1, pro zadané hodnoty T , P a
n
(l+1)
i = −fi(n(l)) + n(l)i
(
1 +
M∑
i=1
aijλj
)
, (4.22)
pro zadané hodnoty T , V .
Získané vztahy (4.21), resp. (4.22) pro n(l+1) dosadíme do M podmínek pro látkovou
bilanci (4.3). Odtud získáme soustavu M lineárních rovnic. Vztahy pro zadané T , P však
obsahují navíc proměnnou u, což vyžaduje ještě jednu další rovnici. Tuto M + 1 rovnici
lze obdržet tak, že sečteme rovnici (4.21) přes všechna i, což lze po úpravě zapsat ve
tvaru
M∑
j=1
λjbj =
N∑
i=1
fi(n
(l)). (4.23)
Označme
rjk = rkj =
N∑
i=1
aijaikn
(l)
i , j, k = 1, 2, . . . ,M. (4.24)
Provedeme-li dosazení (4.21), resp. (4.22) do (4.3), lze výslednou soustavu lineárních
rovnic s využitím (4.24) vyjádřit pro zadané T , P ve tvaru
M∑
k=1
rjkλk + bju =
N∑
i=1
aijfi(T, P,n
(l)), j = 1, 2, . . . ,M,
M∑
k=1
λkbk =
N∑
i=1
fi(T, P,n
(l)),
(4.25)
kde rovnice M + 1 je (4.23). Pro zadané hodnoty T , V , pak
M∑
k=1
rjkλk =
N∑
i=1
aijfi(T, P,n
(l)), j = 1, 2, . . . ,M. (4.26)
Tyto rovnice jednoznačně určují složení systému v termodynamické rovnováze za kon-
stantních hodnot T , P , resp. T , V , ve stavu ideálního plynu. Rovnice (4.25) byly poprvé
uveřejněny v [20].
Výpočet složení systému n začíná určením počáteční aproximace n(1), jejímž jediným
požadavkem je splnění podmínek (4.3), tak, aby ni > 0, i = 1, 2, . . . , N . Následně se
určí hodnota fi(n(1)) z (4.14), kde µ∗i , resp. A¯
∗
i se vypočítají z (4.7), resp. (4.8). Dále
se dosadí do konstant rjk podle (4.24) a řeší se soustava (4.25), případně (4.26). Tím se
získají λk a, v případě zadaných T , P též u. Tyto hodnoty se použijí v (4.21), resp. (4.22)
pro výpočet následující aproximace n(l+1), která opětně slouží jako vstup pro fi a rjk
následující aproximace. Celý postup se opakuje, dokud nejsou splněna kritéria ukončení
výpočtu. Detailně je celý postup popsán v [6].
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Dodejme však, že vypočtené velikosti kroku ∆i určují směr spádu směrem k minimu.
Nicméně, je však třeba v každém kroku zaručit, aby 1. výsledné n(l+1)i byly kladné; 2.
hodnota F (n(l+1)) < F (n(l)). Je proto třeba velikost kroku redukovat vhodným faktorem
0 < λ < 1 na λ∆i tak, aby byly obě podmínky splněny. Podrobnosti4 jsou popsány v [6].
Nyní se dostáváme k problému výpočtu složení systému, který se již nenachází ve stavu
ideálního plynu. Předpokládejme, že bylo nalezeno složení ideálního systému, jež označíme
n∗. Toto složení může být nyní použito jako počáteční odhad pro řešení soustavy N +M
rovnic (4.17), (4.3), resp. N + M rovnic (4.18), (4.3). Výchozí posice pro řešení těchto
rovnic je již sice lepší, nicméně počet nelineárních rovnic stále zůstává týž a přetrvává i
možnost numerických instabilit.
Efektivnější postup může být opět založen na postupných aproximacích. Označme
n∗ = n(`), pro ` = 0,
což představuje počáteční aproximaci složení n neideálního systému S . Předpokládejme
konvergenci postupných aproximací ke složení n
n = lim
`→∞
n(`).
Nechť µexi , resp. A¯
ex
i pro každou Ci ∈ S , jsou pro zadané T , P , resp. T , V , konstantní
v dané aproximaci `. Každý iterační cyklus `+1 vychází ze složení n(`), v každém iteračním
cyklu ` se provádí řada postupných aproximací l = 1, 2, . . ., stejně jako v případě S ∗,
pouze s tím rozdílem, že v cyklu `+ 1 se k µ∗i , resp. A¯
∗
i se přičte µ
ex
i (n
(`)), resp. A¯exi (n
(`))
µ
(`+1)
i (n
(`,l)) = µ∗i (n
(`,l)) + µexi (n
(`)),
A¯
(`+1)
i (n
(`,l)) = A¯∗i (n
(`,l)) + A¯exi (n
(`)),
l = 1, 2, 3, . . . , i = 1, 2, . . . , N.
(4.27)
Postup výpočtu je následující. Vyjdeme z počáteční aproximace n(`), ` ← 0, kterou
použijeme pro výpočet µexi , případně A¯
ex
i , dosazením n
(`) do (4.7), případně (4.8). Odtud
určíme fi podle (4.14), takže již bude obsahovat neideální příspěvek. Pak podle (4.24)
určíme rjk a následně řešíme rovnice (4.25), resp. (4.26), čímž se vypočítají λk a popř. u
pro dané T , P . Tím je připraven vstup pro další aproximaci n(l+1) v cyklu pro `← `+ 1
stejným postupem jako v případě ideálního systému, dokud není v tomto cyklu dosaženo
konvergence. Výsledné hodnoty n(`) pro ` = 1 slouží jako vstup dalšího cyklu aproxi-
mace, kdy se opět dosadí do µexi , případně A¯
ex
i a zopakuje se vnitřní cyklus postupných
aproximací l = 1, 2, . . .. Celý cyklus postupných aproximací přes ` se opakuje, dokud není
splněno kritérium konvergence.
Během každého iteračního cyklu dané hodnoty ` zůstávají µexi , resp. A¯
ex
i , konstantní.
Z tohoto důvodu vede Taylorův rozvoj funkce F (4.14) ke stejné kvadratické aproximaci
Q jako v případě ideálního chování, takže (4.19), resp. (4.20) zůstávají platné. Je tedy
zaručeno, že Q je konvexní, což znamená, že pro každé ` je též zajištěna konvergence
postupných aproximací l.
4 Pro posouzení se někdy definují směrové derivace dF (λ)/dλ [20]. 1. Pokud je složení pozitivní,
derivace dF (λ)/dλ existuje. 2. Musí platit dF (λ)/dλ < 0, jinak již došlo k překročení minima.
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Kritérium konvergence postupných aproximací cyklu ` může mít stejný tvar jako v pří-
padě postupných aproximací cyklu l [6]
d(`+1) = max
i=1,2,...,N
∣∣∣n(`+1)i − n(`)i ∣∣∣
n
(`+1)
i
, ` = 0, 1, 2, . . .
V praxi je většinou postačující volit d(`+1) < 10−4.
Pokud jsou ETF vyjádřeny jako funkce V a je požadován výpočet za konstantního
tlaku P = P0, lze použít následující iterační proceduru. Nejprve se provede výpočet pro
S ∗, za konstantních hodnot T , P , a výsledné n∗ se použije na výpočet V . Po té se s tímto
objemem provede výpočet n za konstantních hodnot T , V systémuS . Pokud se výsledný
tlak P liší od P0, změní se V o zvolenou hodnotu ∆V . Po té se výpočet zopakuje a podle
hodnoty výsledného P se opět změní ∆V . Tento postup se opakuje, dokud není splněno
kritérium konvergence
|P − P0|
P
< .
Při tomto postupu předpokládáme, že P ∼ 1/V , podle čehož se volí ∆V kladné či záporné.
Pro přesné výpočty bylo zvoleno  = 10−5, počáteční odhad ∆V vychází z
∆V = nRT (1/P − 1/P0),
kde P je tlak S ∗ pro zadané T , V = n∗RT/P0.
4.1.4 Výpočet termodynamických vlastností
Předpokladem pro výpočet TDP je nalezení rovnovážného složení n. V případě neideál-
ního chování systému je dále nezbytné určit ETF, jež na složení závisí. Pomocí složení se
dají získat hmotnost a molární hmotnost systému (4.12), (4.13), případně tlak nebo ob-
jem systému, což v neideálním systému závisí na vyjádření neideálních příspěvků. Podle
vzorců uvedených v příloze C, je pak možné s použitím STF a ETF vypočítat termody-
namické funkce.
Složitější je výpočet derivací složení podle proměnné Z, což je třeba např. pro Cp nebo
Cv systému, které závisí na derivaci složení podle teploty.
Derivace je možné obdržet numerickým derivováním n podle Z. Takto sice lze po-
stupovat obecně vždy, avšak je třeba mít na paměti, že numerické derivování není zcela
spolehlivé. Záleží na velikosti kroku ∆Z, přičemž nelze zajistit systematické zmenšování
chyb vzhledem k velikosti ∆Z. Dále bude odvozen postup, který umožní derivace vyjádřit
pomocí řešení soustavy lineárních rovnic.
Označme
q∗i (T, P ) =
µ◦i
RT
+ ln
P
P ◦
,
q∗i (T, V ) =
A¯◦i
RT
+ ln
RT
P ◦V
.
(4.28)
Dále označme
qi(T, P ) = q
∗
i (T, P ) +
µexi
RT
,
qi(T, V ) = q
∗
i (T, V ) +
A¯exi
RT
.
(4.29)
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Podmínka termodynamické rovnováhy pro konstantní T , P , resp. T , V , je v obec-
ném případě vyjádřena vázanou minimalizací F (n), rovnicemi (4.17), resp. (4.18). Tyto
rovnice vyjádříme pomocí qi z (4.29)
qi(T, P ) + ln xi −
M∑
i=1
aijλj = 0, i = 1, 2, . . . , N, (4.30)
pro zadané T , P , resp.
qi(T, V ) + lnni −
M∑
i=1
aijλj = 0, i = 1, 2, . . . , N, (4.31)
pro zadané T , V . Derivací (4.30), resp. (4.31) obdržíme
∂ni
∂Z
= ni
( M∑
j=1
aij
∂λj
∂Z
+
∂ lnn
∂Z
− ∂qi
∂Z
)
, (4.32)
pro zadané T , P , resp.
∂ni
∂Z
= ni
( M∑
j=1
aij
∂λj
∂Z
− ∂qi
∂Z
)
, (4.33)
pro zadané T , V .
Derivace podmínky látkové bilance (4.3) podle Z dává
N∑
i=1
aij
∂ni
∂Z
= 0. (4.34)
Do této podmínky se dosadí (4.32), resp. (4.33), což po úpravě poskytne M lineárních
rovnic. V případě zadaných T , P je třeba opět nalézt rovnici M+1. Ta se získá následovně.
Platí
∂ lnn
∂Z
=
1
n
N∑
i=1
∂ni
∂Z
.
Do tohoto vztahu dosadíme ni z (4.32), ponásobíme n a sečteme přes i, čímž obdržíme
zbývající rovnici
N∑
i=1
ni
∂qi
∂Z
=
M∑
k=1
bk
∂λk
∂Z
. (4.35)
Dosazením (4.32), resp. (4.33) do (4.34) a přidáním (4.35) získáme po úpravě výsled-
nou soustavu rovnic
M∑
k=1
rik
∂λk
∂Z
+ bj
∂ lnn
∂Z
=
N∑
i=1
aijni
∂qi
∂Z
, j = 1, 2, . . . ,M,
N∑
i=1
ni
∂qi
∂Z
=
M∑
k=1
bk
∂λk
∂Z
,
(4.36)
pro zadané T , P , resp.
M∑
k=1
rik
∂λk
∂Z
=
N∑
i=1
aijni
∂qi
∂Z
, j = 1, 2, . . . ,M, (4.37)
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pro zadané T , V .
Řešením soustavy (4.36), resp. (4.37) obdržíme ∂λk/∂Z a, pro zadané T , P , též
∂ lnn/∂Z. Tyto hodnoty se dosadí do vztahů (4.32), resp. (4.33) pro výpočet ∂ni/∂Z.
Poněvadž derivace ∂q∗i /∂Z nezávisí na derivaci složení podle Z, je v ideálním sys-
tému S ∗ postačující vypočítat derivace složení v jediném kroku, bez nutnosti výpočtu
následných aproximací.
V neideálním systému však obecně ∂qi/∂Z závisí na ∂ni/∂Z, neboť µexi , příp. A¯
ex
i je
funkcí n. V takovém případě lze postupovat opět pomocí postupných aproximací. Vyjde
se z počáteční hodnoty qi = q∗i , a získané derivace ∂ni/∂Z pro qi = q
∗
i se použijí pro
výpočet derivací ∂qexi /∂Z, kde q
ex
i = µ
ex
i /RT , resp. q
ex
i = A¯
ex
i /RT . Tyto hodnoty se
dosadí do (4.29) pro qi a řeší se (4.36), resp. (4.37) a následně (4.32), resp. (4.33), čímž
se získají nové derivace ∂ni/∂Z, jež slouží jako vstup pro další cyklus aproximací. Celý
postup se opakuje dokud není splněno kritérium konvergence.
Třeba však říci, že z numerického hlediska, na rozdíl od výpočtu složení, tento po-
stup může být značně nestabilní. V takovém případě, nebo pokud není známa závislost
derivace5 qexi na Z, nezbývá než počítat pouze s q
∗
i , bez použití neideálních příspěvků a
řešit (4.36), resp. (4.37) a (4.32), resp. (4.33), v jediném kroku, stejně jako v ideálním
systému. Druhou možností je pak provést výpočet derivací numericky.
4.1.5 Dodatkové termodynamické funkce
Pro výpočet složení neideálního systému je zapotřebí umět určit µexi , případně A¯
ex
i , pro
Ci ∈ S . Pokud má být proveden výpočet TDP, je třeba ještě dalších ETF. Určit ETF
komponent v plazmatu je velmi obtížným úkolem, neboť je třeba uvažovat interakce mezi
všemi částicemi, jako jsou molekuly atomy a jejich ionty a také elektrony. V kap. 2, odd.
2.2.2, byl již zmíněn SM přístup pro popis interagujícího systému částic pomocí rozvoje re-
dukované distribuční funkce. Bylo též řečeno, že v případě coulombických sil tento rozvoj
nekonverguje. Stejně jako tomu bylo v případě divergence PF, je možné i zde najít re-
normalizační proceduru tak, aby klasický konfigurační integrál nebo Slaterova suma byly
konvergentní. Jeden z možných přístupů vychází ze stíněného potenciálu ∼ exp(−µr)/r.
Nejjednodušší postup, jak získat stíněný potenciál, vychází z Debye-Hückelovy (DH) te-
orie.
Cílem této kapitoly není hledání vhodných metod pro statistický výpočet ETF. Jak
bylo již řečeno, úloha je tak rozsáhlá, že by si vyžádala samostané práce. Zde jde jen o to,
aby byl použit pro výpočet ETF alespoň semi-kvantitavní model, který by umožnil odhad
hodnot ETF, jichž by bylo možno použít ve výše uvedeném postupu výpočtu složení a
TDP neideálního systému.
Poněvadž v plazmatu působí coulombické síly dlouhého dosahu ∼ 1/r, budeme hle-
dat způsob, jak tyto interakce zahrnout do výpočtu ETF. V dalším se proto omezíme
na rozšířenou DH teorii, která představuje nejjednodušší použitelný model pro popis sys-
témů obsahující nabité částice [231, 246, 306]. Na rozdíl od původní DH teorie budeme
v dalším uvažovat rozdílné rozměry částic, což vede k poněkud komplikovanějším výsled-
kům. Z důvodu rozsahu nebudeme uvádět odvození, ale pouze základní předpoklady a
5 Použijeme-li označení d pro diferenciál v celkové derivaci za nekonstantního ni, potom
dqexi
dZ
=
∂qexi
∂Z
+
∑
i
∂qexi
∂ni
∂ni
∂Z
.
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výsledky. Popis klasické DH teorie lze nalézt např. v [50].
Předpokládejme dále pouze binární interakce, kdy interakci mezi všemi dvojicemi
částic vyjadřuje potenciál tuhých koulí. Interakce mezi nabitými částicemi je určena elek-
trostatickým potenciálem. V tomto modelu (tzv. primitive model) je každá komponenta
Ci charakterizována pouze bodovým nábojem zie umístěným ve středu dokonale tuhé
koule s poloměrem rHS,i6.
Dále předpoládejme, že plazma je nedegenerováno, tj, že tepelná de Broglieho vlnová
délka je podstatně menší než vzdálenost mezi částicemi
ρeΛ
3
e  1, Λe =
h√
2pimekT
,
kde ρe je částicová koncentrace elektronů.
Pro bodové částice vycházíme z aproximace, podle níž je efektivní průměr dvou bo-
dových částic Ci pohybujících se tepelným pohybem roven Λi/8 [247]. Těmito bodovými
částicemi jsou elektrony, pro něž tudíž Λe/8 = 2rHS,e.
Pro radiální distribuční funkci gij dvojice částic Ci, Cj lze psát (viz kap. 2, odd.
2.1.1; [50,240])
gij(r) = exp
(
−wij
kT
)
,
kde wij značí „potenciál střední sílyÿ (potential of average force), pro nějž v DH teorii
platí
wij =
{
zieϕj(r) r ≥ a,
0 r < a,
kde a představuje vzdálenost mezi Ci, Cj o poloměru a, ϕj(r) je střední elektrostatický
potenciál ve vzálenosti r od centrálního iontu Cj. Tento potenciál ϕj(r) vyhovuje Poisson-
Boltzmannově (PB) rovnici
∇2ϕj(r) = −1
ε
∑
i
ρizie gij(r),
kde ε je permitivita okolního média. Zde předpokládáme ε = ε0. V DH teorii se rov-
nice nejprve linearizuje; řešení linearizované PB rovnice poskytuje stíněný elektrostatický
potenciál
ϕj(r) =
zje e−κr
4piεr
eκa
1 + κa
,
v němž κ = λ−1D , kde λD se nazývá Debyeův poloměr. κ se dá vyjádřit jako
κ =
√
F2
εRT
∑
i
ciz2i , (4.38)
kde F = NAe je Faradayova konstanta a ci = ni/V látková koncentrace.
Aby bylo možno postihnout vliv různých rozměrů komponent Ci ∈ S , předpoklá-
dáme, že každá taková částice má svůj poloměr rHS,i, nikoliv jen a. Nejjednodušším způ-
sobem, jak tento požadavek splnit v rámci platnosti rozšířené DH teorie, spočívá v tom,
6 DH teorie je omezena na pouze jediný poloměr centrálního iontu (restricted primitive model) v ho-
mogenním rozpouštědle
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že se elektrostatické příspěvky k ETF X¯eli určené podle tohoto postupu, zprůměrují přes
všechny poloměry rHS,j komponent Cj ∈ S . V tom případě se dá elektrostatický příspě-
vek vyjátřit ve tvaru
X¯eli = Ki 〈f(κdij)〉i ,
kde Ki je pro dané Ci konstantní, dij = rHS,i + rHS,j a 〈f(κdij)〉i představuje střední
hodnotu
〈f(κdij)〉i =
N∑
j=1
xif(κdij), (4.39)
v níž xj je molární zlomek Cj ∈ S .
Uvažujeme-li kromě elektrostatického příspěvku X¯eli , ještě příspěvek způsobený vzá-
jemným kontaktem částic X¯coni prostřednictvím potenciálu dokonale tuhých koulí
V(r) =
{
0 r < dij,
∞ r ≤ dij,
bude možno vyjádřit celkovou parciální molární funkci X¯i, jako
X¯i = X¯
con
i + X¯
el
i .
Tento kontaktní člen je možné získat např. z výpočtu druhého viriálního koeficientu pro
uvedený potenciál [49, 240, 241], nebo na základě interakčních parametrů [306]. Vztah
(4.39) je pak splněn automaticky. Kontaktní příspěvek k ETF uvažujeme pro všechny
komponenty Ci ∈ S . X¯coni je nenulové u všech zde uvažovaných ETF s výjimkou U¯ coni a
C¯ conv,f,i, jak patrno z přílohy D.
Na základě obecných vztahů uvedených v [50], příp. [306], je pak možné odvodit
explicitní vyjádření pro příspěvky X¯eli i X¯
con
i . Výsledky jsou shrnuty v příloze D.
Další podrobnosti, včetně poloměrů rHS,i komponent uvažovaných ve výpočtu složení
a TDP systému složeného z produktů rozkladu SF6, jsou uvedeny autorem této práce
v [230]. Dodejme, že pro odhad poloměrů rHS,i byly u atomárních látek použity výsledky
ab initio výpočtu získané z SCF poloměrů HOMO orbitalů.
4.2 Výsledky a diskuse
4.2.1 Výhody a omezení navržené metody
Výhody zde navržené metody spočívají především v tom, že vychází z kvadratické apro-
ximace Q, takže v každém iteračním cyklu platí podmínky pro tuto metodu [6, 18, 20].
Hlavní výhoda těchto metod (second order) spočívá v tom, že pro minimalizaci F (4.14)
v homogenním neideálním systému na místo simultánních N +M rovnic za konstantních
T , P , případně za konstantních T , V , stačí řešit M + 1 (4.25), příp. M (4.26) lineárních
rovnic v každém kroku postupných aproximací `. Pokud uvažujeme např. rozklad SF6,
sestává systém z prvků S = {S,F, e−}, což znamená M = 3, tedy 4 lineární rovnice pro
zadané T , P a 3 pro zadané T , V . V uvedeném příkladu rozkladu SF6 uvažujeme N = 59
látek, což znamená stejný počet nelineárních rovnic (4.17), resp. (4.18) a 4, resp. 3 lineární
(4.3), (4.2), pokud by řešení mělo probíhat obecnou metodou vázané minimalizace.
Jelikož je Q konvexní, je zaručena konvergence každého pozitivního složení n(`) v pů-
běhu postupných aproximací n(`,l) k n(`+1) (odd. 4.1.3). Tento postup selhává, pokud je
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matice soustavy (4.25), resp. (4.26) singulární. To se stává zejména v případech, kdy je
některá z komponent přítomna oproti jiným v takovém přebytku, že z důvodu reprezen-
tace čísel na konečný počet cifer se její množství po několika operacích v souču vynuluje,
což má za následek singularitu matice7. Tento případ nastává zvláště za nižších teplot,
např. pro teploty nižší než cca. 700 K v případě SF6 za tlaku 1 bar. Aby bylo možno
za těchto a nižších teplot provést výpočet, je nutné ze systému vyloučit všechny kom-
ponenty mimo látky s nejvyšším molárním zlomkem, jíž je SF6. Zavedením vícenásobné
přesnosti je možné snížit mez výskytu komponent, takže je možné provést výpočet bez
jejich vyloučení.
Aby se zabránilo tomu, že množství některých komponent klesne pod únosnou hranici,
kdy hrozí vznik singulární matice, byla stanovena podmínka určující hranici výskytu tak,
aby současně nebyla porušena podmínka látkové bilance (4.3). Látky s nižším množstvím
jsou ze systému automaticky vyloučeny (dále viz [6, 230]).
Výpočet derivací složení podle (4.36), resp. (4.37) ideálního systému je zpravidla bez-
problémový. Pokud se však použijí jako vstup pro výpočet derivací složení neideálního
systému iterační metodou, o níž byla řeč v odd. 4.1.4, vzniká často singulární matice.
V takovém případě je pak nutno ponechat derivace beze změny nebo provést výpočet
numerickým derivováním.
Výhodou zde předkládané metody je též to, že umožňuje provést výpočet pro ETF
zadané jako funkce koncentrace, a tedy objemu, jak za konstantního objemu, tak za
konstantního tlaku.
Metody je možno využít i tehdy, pokud má složení systému vliv na výpočet PF a tím
na parciální molární veličiny X¯i, jak o tom již byla řeč v kap. 2, odd. 2.3.1 a v kap. 3,
odd. 3.3.1. V takovém případě slouží tabelované STF jen jako vstupní odhad pro iterační
cyklus, kdy se z nich v prvním výpočtu získá odhad složení a příp. TDP, z čehož se v další
aproximaci pak znovu vypočítají PF látek a odtud X¯i. Tento krok se opakuje, dokud
nejsou splněna kriteria konvergence. Kritéria, dle nichž se provádí konkrétní výpočty
byla zmíněna v odd. 2.3.1, patří mezi ně již zmíněné Fermiho kritérium [258] nebo snížení
ionizačního potenciálu [233,234] a pod.; konkrétní výpočet např. [8].
Jistým omezením zde užité metody založené na minimalizaci kvadratické aproximace
je to, že vyžaduje pozitivní počáteční odhad složení, který splňuje podmínky látkové
bilance (4.3). Pro stanovení počátečního složení v této práci však vycházíme z postupu
publikovaného v [6], který nastíněný problém spolehlivě řeší.
4.2.2 Výpočet složení a termodynamických vlastností
Jako příklad použití metody popsané v této kapitole budou v dalším uvedeny výsledky
výpočtu složení a TDP vybraného neideálního systému v termodynamické rovnováze od
1000 K do 50 kK za konstantního objemu.
Systém
Jako systém byl zvolen fluorid sírový a produkty jeho ionizace a disociace. SF6 se po-
užívá jako zhášecí médium do VN a VVN vypínačů a produkty jeho rozkladu před-
stavují technicky důležité plazma, které bylo předmětem mnoha předchozích studií (viz
7 Podle IEEE 754 je počet platných cifer v mantise dekadické reprezentace čísel pro běžně používanou
aritmetiku dvojnásobné přesnosti (double) 15, binární mantisa je 53, a tedy nejmenší nenulový rozdíl
2−52 ≈ 2, 22× 10−16.
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např. [7, 13, 16, 21, 22, 33, 307, 308] a odkazy tam). Na rozdíl od zmíněných prací, zde byl
proveden výpočet za konstantního objemu.
Vstupními daty jsou: objem V = 1 m3, celková látková množství bS = 1 mol, bF =
6 mol. Molární hmotnost M(SF6) = 146, 055 g mol−1. Výpočet byl proveden pro tři různé
počáteční koncentrace odpovídající látkovým množstvím 0,1 mol, 1 mol a 10 mol SF6.
V systému bylo uvažováno následujících 59 látek: F, F+, F2+, F3+, F4+, F5+, F6+, F−,
S, S+, S2+, S3+, S4+, S5+, S6+, S7+, F2, F
+
2 , F
−
2 , S2, S
+
2 , S
−
2 , SF, SF
+, SF−, F−3 , S3, S
+
3 ,
S−3 , S4, S
+
4 , S
−
4 , S5, S6, S7, S8, SF2, SF
+
2 , SF
−
2 , SF3, SF
+
3 , SF
−
3 , SF4, SF
+
4 , SF
−
4 , SF5, SF
+
5 ,
SF−5 , SF6, SF
−
6 , FS2F, S2F2, S2F
+
2 , FS2F
−, S2F+, S2F, S2F−, S2F10, e−.
STF a HF těchto látek jsou uchovány v databázovém systému [32]; STF byly vy-
počteny dříve (příl. A). Hodnoty ETF byly určeny během výpočtu na základě metody
popsané v odd. 4.1.5 podle vztahů v příloze D.
Výsledky jsou uvedeny dále.
Výsledky výpočtu
Výpočet složení systému pro počáteční koncentraci 1 mol m−3 SF6 za konstantního ob-
jemu je znázorněn na obr. 4.1–4.4.
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Obrázek 4.1: Výskyt neutrálních komponent mezi produkty rozkladu SF6 v teplotním inter-
valu od 1 kK do 6 kK. Molární zlomky S2F2 a FS2F jsou takřka identické.
Průběh složení v závislosti na teplotě se u jednotlivých komponent kvalitativně shoduje
se složením vypočteným pro čisté SF6 za konstantního tlaku 1 bar nebo 1 atm ( [7, 13,
16,33,307]). Počet uvažovaných komponent byl však ve zmíněných publikacích nižší (od
19 [307] do 41 [13]), stejně jako horní hranice teploty (od 10 kK [13] do 30 kK [7]). Omezení
se týkala především vícenásobných kladných iontů a iontů negativních. V [307] se kromě
negativních a vícenásobných kladných iontů neuvažovaly ani neutrální komponenty FS2F,
S2F2, S2F, které však, jak patrno z obr. 4.1 patří k látkám s poměrně vysokým molárním
zlomkem (maximum molárního zlomku cca. 6×10−5 při 2600 K, pro FS2F, S2F2 a 3×10−3
při 2700 K pro S2F). Z průběhu závislosti molárního zlomku na teplotě je též zřejmé, že
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pro FS2F, S2F2 je tento průběh takřka identický. Oba isomery (bodová grupa S2F2 je C2v,
FS2F je C2) mají velmi blízké hodnoty ∆fH◦, přičemž stabilnější z nich je S2F2. Rozdíl
v ∆fH◦0 plynoucí z ab initio atomizačních energií činí pouze cca 2 kcal mol
−1 [309].
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Obrázek 4.2: Výskyt molekulárních iontů mezi produkty rozkladu SF6 v teplotním intervalu
od 1 kK do 40 kK.
Dále je třeba upozornit na skutečnost, že za nízkých teplot okolo 2000 K je molární
zlomek negativních iontů F− a SF−5 větší než elektronů (xe− < 10
−12). Za teploty 1900 K je
tlak 0,56 bar, molární zlomky převládajících iontů činí 8, 6×10−9 u F−, 1, 6×10−9 u SF−5
a 1, 0 × 10−8 u SF+3 . Molární zlomek e− je pod hranicí 10−12. Nosiče náboje jsou tedy
ionty, i když vzhledem k malému množství a pohyblivosti lze předpokládat, že jejich vliv
na elektrickou vodivost je malý.
Pro ilustraci uveďme ještě odchylky ve složení systému u vybraných komponent.
Obecně pro veličinu X ∈ S a odpovídající ideální složku X∗ ∈ S ∗ definujme relativní
odchylku jako
∆X =
X −X∗
X
.
Relativní odchylky ve složení ∆ni jsou znázorněny na obr. 4.5. Na hranicích výskytu
jsou závislosti strmě zakončeny. Podstatné je to, že tyto odchylky činí řádově nejvýše
10−1. Relativní odchylka vypočtených termodynamických funkcí ∆X , X = U , H, A, G,
Cp,f , Cv,f , Cv je ještě menší, než v případě složení. Dosahuje hodnot řádově nejvýše 10−2.
Platí, že ∆X roste s hustotou systému (0,1, 1, 10 mol m−3 SF6) a má tendenci se zvyšovat
s růstem teploty.
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Obrázek 4.3: Výskyt atomárních iontů a elektronů mezi produkty rozkladu SF6 v teplotním
intervalu od 1 kK do 50 kK.
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Obrázek 4.4: Výskyt neutrálních komponent mezi produkty rozkladu SF6 v teplotním intervalu
od 6 kK do 50 kK.
Na obr. 4.6 jsou znázorněny křivky specifické tepelné kapacity cv,f , cp,f a cv. Tyto
křivky se kvalitativně shodují s vypočtenými závislostmi v případě konstantního tlaku,
zejména s [7], kde je cp za tlaku 1 bar od 1000 K do 30 kK. V obou případech se objevuje
charakteristické maximum při cca. 3000 K.
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Obrázek 4.6: Křivky specifických tepelných kapacit cv,f , cp,f a cv pro počáteční látkové množ-
ství SF6 0,1, 1 a 10 mol.
Z hlediska elektrostatických interakcí, je možno vyjádřit odchylku od ideálního chování
pomocí parametru neideality Γ. Jelikož je pro ideální chování podmínkou, aby energie
tepelných pohybů kT byla podstatně větší, než vzájemná elektrostatická interakce částic,
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potom, vyjdáříme-li střední vzdálenost částic pomocí částicové koncentrace ρ, obdržíme
podmínku
rw =
e2
4piε0kT
, ρ−1/3  rw,
jíž lze přepsat pomocí molární koncentrace ci jako
Γ =
(
NA
N∑
i=1,zi 6=0
ci
)1/3
e2
4piε0kT
.8 (4.40)
Podmínka (4.40) určuje, kdy je možno plazma považovat za ideální9 (viz [310] a odkazy
tamtéž). Parametr neideality pro počáteční koncentrace SF6 0,1, 1, 10 mol m−3 je zobra-
zen na obr. 4.7. Velikost Γ prudce narůstá s tím, jak roste koncentrace nabitých částic
v systému. Maximální hodnoty činí 0,08 při 17,5 kK (0,1 mol m−3), 0,14 při 20,2 kK
(1 mol m−3) a 0,25 při 23,3 kK (10 mol m−3). Mimo úzký interval za nízkých teplot, lze
tedy plazma považovat za neideální.
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Obrázek 4.7: Teplotní průběh parametru neideality Γ pro počáteční látkové množství 0,1, 1 a
10 mol SF6.
Další veličinou, jež vypovídá o odchylkách od ideálního chování, je tlak P ex = P con +P el.
Složky P con a P el jsou pro různé počáteční koncentrace znázorněny na obr. 4.8. Je zřejmé,
že v nízkoteplotní oblasti je P ex > 0, jelikož převládá příspěvek P con, který je určen
v zásadě repulsivním potenciálem tuhých koulí. Jakmile se s růstem teploty v systému
začnou vyskytovat ionty a elektrony, stane se postupně převládajícím elektrostatický
příspěvek P el a P ex < 0. Oba příspěvky se vyrovnají za Boylovy teploty TB : −P el = P con.
TB roste s rostoucí hustotou systému, což je patrné z obr. 4.8; pro počáteční koncentrace
SF6 0,1, 1, 10 mol m−3, je TB postupně cca. 5300, 6500 a 8000 K.
8Neuvažujeme zde různé zi 6= 1.
9 Γ se též definuje v poněkud jiném tvaru, kdy pokládáme ještě 1/ρ = 43pid
3; viz např. [246,262].
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Obrázek 4.8: Teplotní průběh tlaků −P el a P con pro počáteční látkové množství 0,1, 1 a 10 mol
SF6.
Teplotní průběh P el ani P con není zcela monotónní. Lze však zhruba říci, že eletrostatický
příspěvek P el vykazuje tendenci růstu s teplotou, zatímco kontaktní příspěvek vykazuje
tendenci opačnou. Velikost obou příspěvků roste s hustotou systému, podstatně výraznější
je však elektrostatický příspěvek, který zde s hustou roste velmi mírně. Pro počáteční
koncentrace SF6 0,1, 1, 10 mol m−3 je podíl P con/P za teploty 1000 K postupně cca.
8× 10−6, 8× 10−5, 8× 10−4, zatímco podíl P el/P je vždy nulový. Za teploty 50 kK však
činí podíl P con/P postupně cca. 6 × 10−7, 6 × 10−6, 7 × 10−5, zatímco podíl P el/P je
postupně cca. 2× 10−2, 4× 10−2, 8× 10−2.
Za nižších teplot, kdy je P con > −P el, a tedy P ex > 0, je pro kvalitativně správný
popis stavového chování třeba uvažovat více realistické potenciály, které obsahují i část
odpovídající přitažlivým silám (existenci minima v části V < 0). V tom případě by mohla
být redukována i velikost příspěvku P con, takže lze předpokládat určitou změnu stavového
chování především v nízkoteplotní oblasti.
DH model vychází z linearizované PB rovnice. Podmínka linearizace je lépe splněna
pro vyšší teploty, kdy zieϕj/kT  1. Na druhé straně se však s růstem teploty zmenšuje
λD, dokud počet částic v Debyeově sféře neklesne pod statisticky validní hodnotu. Pokud
je molární zlomek elektronů řádu 10−1 a příslušné λD řádu 10−8 m, je počet částic řádu
desítek, což je právě tento případ. Jelikož však DH model je pro svou jednoduchost
výhodný, byla zkoumána kritéria, na jejichž základě by bylo možno jeho platnost rozšířit.
Jedním z výsledků (viz např. [24,232,233] a okazy tamtéž) je kritérium, dle něhož lze DH
model rozšířit na oblast, v níž je splněno
Ξ = 8piλDNA
∑
i=1,zi 6=0
ci ≤ 1, (4.41)
kde součet probíhá přes všechny nabité částice systému. Teplotní závislost parametru Ξ
znázorňuje obr. 4.9. Je zřejmé že kritérium (4.41) je splněno v celém teplotním intervalu
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pro všechny počáteční koncentrace SF6 0,1, 1, 10 mol m−3, třebaže počet částic v Debyeově
sféře klesá pod statisticky relevantní hodnotu.
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Obrázek 4.9: Teplotní průběh parametru Ξ pro počáteční látkové množství 0,1, 1 a 10 mol
SF6.
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Kapitola 5
Závěr
5.1 Shrnutí a závěr
Podstata předkládané práce spočívala v teoretickém opodstatnění a aplikaci metod statis-
tické mechaniky na výpočet standardních termodynamických funkcí individuálních látek
a jejich použití na výpočet složení a termodynamických vlastností systému ve stavu ter-
málního plazmatu. Za podstatné pro konkrétní výpočty je též nutno považovat získávání
vstupních dat, ať již z literárních zdrojů či za pomoci vlastních teoretických výpočtů.
V kapitole 1 byl podán přehled současného stavu problematiky s odkazy na literaturu
v oblastech, které se týkají témat této práce. V následující kapitole 2 byly uvedeny zá-
kladní pojmy kvantové mechaniky a statistiky. I když byla ve zmíněné kapitole zmiňována
pouze vybraná témata, byla zmíněná oblast podána poněkud šířeji, než by bylo nutné
pro výpočet standardních termodynamických funkcí a jejich použití. Takové rozšíření bylo
nezbytné, neboť bylo třeba zdůraznit meze platnosti běžně užívaných přístupů a nastínit
jejich možné řešení. Jedna z podstatných skutečností diskutovaných v závěru kapitoly
byl poukaz na neseparabilitu hamiltoniánu systému, a tedy v důsledku i neseparability
partiční funkce jednotlivých individuálních látek a konfiguračního integrálu. Následkem
toho, nejsou v neideálním systému parciální molární veličiny separovatelné na ideální a
neideální složku. S touto otázkou je úzce spjata divergence elektronové partiční funkce
atomů a molekul vyplývající z ohraničeného spektra izolovaného atomárního systému
s nekonečně mnoha hladinami. V odd. 2.3.1, kap. 2 byly zmíněny metody renormalizace,
které umožnují získat konečné hodnoty termodynamických funkcí. Za termodynamicky
konsistentní postup lze považovat takový postup, který u každé individuální látky, na-
místo součtu přes všechny hladiny, vychází z hledání termodynamické rovnováhy systému
částic v daných stavech této látky. Konrétní výpočty uvedenou metodikou však předpo-
kládají dostatečné množství dat o hladinách energií. V kapitole 3 byly proto přijaty
předpoklady umožňující výpočty standardních termodynamických funkcí individuálních
látek pomocí partiční funkce. V této kapitole byly shrnuty vztahy mezi termodynamic-
kými funkcemi a uvedeny základní metody pro výpočet standardních termodynamických
funkcí. Byly uvedeny vzorce pro výpočet metodou přímé sumace a pro aproximaci harmo-
nického oscilátoru a tuhého rotoru. Jako vstupní data slouží spektroskopické konstanty.
V dalším pak byly shrnuty nejdůležitější výsledky vycházející ze molekulární spektrosko-
pie víceatomových a dvouatomových molekul, které jsou třeba k výpočtu standardních
termodynamických funkcí. Podrobněji byly popsány dvouatomové molekuly, jelikož pro
ně byla zvolena metoda přímé sumace. Pro metodu přímé sumace je nezbytné umět určit
statistické váhy jednotlivých rotačních hladin s ohledem na spin identických jader, za-
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tímco v případě přibližných metod vycházejících z aproximace harmonického oscilátoru a
tuhého rotoru je postačující číslo symetrie. Pokud jde o vstupní data, což jsou spektrosko-
pické konstanty, byly krátce diskutovány možnosti jejich získání. Mimo literární zdroje
vycházející z experimentu nebo teorie, je možné chybějící údaje odhadnout. Z těchto
odhadů jsou obecně přesné zejména ab initio metody molekulární kvantové mechaniky
(kvantové chemie). Pro řadu molekul byly tyto výpočty též provedeny. V některých pří-
padech byly výsledky výpočtů, na nichž se autor této práce podílel, též publikovány (viz
dále). Vypočtené hodnoty standardních termodynamických funkcí byly ve formě aproxi-
mačních koeficientů zařazeny do datatabázového systému [32]. Na závěr kapitoly 3 byly
v oddílu 3.3 diskutovány výsledky a použité metody. V souladu se závěry plynoucími
z neseparability molekulárního hamiltoniánu a divergence pariční funkce bylo zkonsta-
továno, že standardní termodynamické funkce lze použít pro další výpočty jako vstupní
odhad, avšak není definována jejich chyba, neboť by vztahovala k celému systému. Lze
však snadno sledovat vliv elektronových a vibračně-rotačních hladin na výsledné hod-
noty stadardních termodynamických funkcí za použití konečně mnoha hladin. Zahrnutí
většího počtu elektronových hladin obecně způsobuje růst hodnot stadardních termody-
namických funkcí. Ten je nejvíce patrný na tepelných kapacitách C◦p(T ), kdy za určitých
teplot vzniká ostré maximum. Velikost a poloha maxima závisí na hodnotách energií hla-
din, jejich počtu a hustotě. U látek s nízkými hodnotami energie excitovaných stavů se
toto maximum posunuje k poměrně nízkým teplotám (např. cca 3000 K v případě S2).
Na rozdíl od některých doporučení (např. [29]) byly uvažovány, pokud byly dostupné, i
Rydbergovy stavy, neboť mohou výrazně ovlivnit C◦p(T ) již pro teploty pod 10 000 K, jako
je tomu např. u F2. Pokud jde o vibračně-rotační hladiny, byl sledován jejich vliv porov-
náním výpočtu založeným na přímé sumaci vycházející ze spektroskopických konstant a
výpočtu získaném numerickým řešením Schrödingerovy rovnice pro molekulu SF−. Přesný
výpočet vycházející ze spektroskopického modelu vyžaduje náročnou úpravu vstupních
dat jako je extrapolace k maximálním hodnotám vibračních a rotačních kvantových čísel
(viz [176]) zatímco, pokud jde o dvouatomové molekuly, je numerický výpočet výpočetně
nenáročný a dané úrovni aproximace přesný, až na numerickou chybu. Vyžaduje pouze
umět sestrojit vhodný meziatomový potenciál. Lze jej získat jak pomocí molekulárních
konstant tak, většinou přesněji, ab initio výpočtem. Pokud je potenciál k disposici, lze
tento numerický výpočet doporučit.
Model harmonického oscilátoru a tuhého rotoru vychází z nekonečného, shora neohra-
ničného množství hladin. S rostoucí teplotou tudíž nedochází k vysycení vnitřních stupňů
volnosti, což má za následek, že C◦p,int(T ) v celém uvažovaném intervalu roste a konverguje
ke konečné hodnotě dané násobkem R. V případě přímé sumace se v průběhu teplotní
závislosti vibračně-rotační složky C◦p,int(T ) vždy vysktuje maximum, a s rostoucí teplotou
vždy konverguje k nule. Následkem toho lze považovat odpovídající enthalpie za nižších
teplot za poněkud podhodnocené, zatímco od jisté teploty začínají být nadhodnocené. Při
50 000 K je tento rozdíl již značný (relativní chyba v konktrétním případě SF− byla 205 %
u vnitřní složky složky a cca 49 % u celkové enthalpie). Z tohoto důvodu není aproximace
harmonického oscilátoru a tuhého rotoru vhodná pro výpočet tepelných kapacit a enthal-
pií za vyšších teplot (nad 10 000 K). Pokud jde o Φ◦(T ), je chyba mnohem menší; v daném
případě činila relativní chyba u vnitřní složky cca 11 % a pouze 4 % u celkové hodnoty. Pro
odhad Φ◦(T ) je tedy možné využít model harmonického oscilátoru a tuhého rotoru až do
50 000 K. V této práci byly pomocí přiblížení harmonického oscilátoru a tuhého rotoru vy-
počteny standardní termodynamické funkce pouze látek složených z tří a víceatomových
molekul. Množství látky v konkrétním systému určuje hodnota Φ◦(T ), kterou lze však
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považovat za přijatelnou aproximaci v celém uvažovaném teplotním oboru. Množství ví-
ceatomových látek bývá však za vyšších teplot (nad 10 000 K) velmi nízké (v uvažovaném
systému v kap. 4 se víceatomové molekuly vystytovaly do cca 8000 K), takže je možné
použít těchto hodnot získaných v aproximaci harmonického oscilátoru a tuhého rotoru.
Dvouatomové molekuly se však vysktytují do vyšších teplot, tudíž pro výpočet termody-
namických vlastností systému je vhodné výpočet standardních termodynamických funkcí
realizovat adekvátnějším způsobem, nejlépe metodou přímé sumace.
Kapitola 4 byla věnována výpočtu složení a termodynamických vlastností neideálního
plynného systému v termodynamické rovnováze. Výpočet spočívá v minimalizaci cel-
kové Gibbsovy, případně Helmholtzovy energie systému (nestechiometrický algoritmus,
viz odd. 1.2.3). Obecné principy metody vychází z hledání vázaného minima na oblasti,
v níž jsou splněny podmínky látkové bilance, Lagrangeovou metodou neurčitých multipli-
kátorů, což vede na soustavu N + M rovnic, kde N je počet komponent v systému a
M počet podmínek látkové bilance. Nahrazením minimalizované funkce její kvadratickou
aproximací je možné za předpokladu ideálního chování systému dospět k iterační proce-
duře v níž se řeší soustava lineárních rovnic pro M + 1 proměnných pro zadané T , P ,
popřípadě M pro zadané T , V . Tento postup byl odvozen jak pro zadané T , P , tak pro
zadané T , V . Dále byl uveden postup pro výpočet složení neideálního plynného systému,
který vychází z této kvadratické aproximace. Postup vychází z dalšího iteračního cyklu,
v němž se v každém kroku opakuje výpočet složení jako v případě ideálního systému,
pouze s tím, že se v každém kroku vnějšího iteračního cyklu vypočítá nová hodnota
chemických potenciálů. Chemický potenciál se předpokládá složen z ideální a neideální
složky. Neideální složka závisí na složení celého systému a je obvykle funkcí koncentrace a
tak i objemu. Proto je možnost výpočtu za daných hodnot T , V podstatná. Byl též navr-
žen iterační postup pro výpočet složení za konstantního tlaku, který vychází z neideálních
příspěvků chemického potenciálu jako funkce koncentrace.
Dále byly odvozeny vztahy pro výpočet derivací termodynamických funkcí, při nichž
se mění složení systému. Tato metoda je důležitá pro výpočet tepelných kapacit.
Principy uvedených metod jsou dobře známy a byly již zmíněny v úvodní kapitole
v odd. 1.2.3 (jde o nestechiometrický algortimus, metody druhého řádu viz např. [18]).
V dostupné literatuře však nebyly nalezeny žádné výchozí vztahy pro výpočty složení
a termodynamických vlastností za daných hodnot T , V , bylo tedy nezbytné je odvodit,
postupem uvedeným v kapitole 4.
K výpočtu složení a temodynamických vlastností jsou nezbytné hodnoty neideálních
příspěvků chemických potenciálů a ostatních parciálních molárních veličin. V této práci
se vychází z rozšířené Debye-Hückelovy teorie pro ionty a elektrony a potenciálu tuhých
koulí pro binární interakce mezi všemi částicemi. Na rozdíl od běžného modelu Debye-
Hückelova, zde je teorie modifikována tak, aby zahrnovala rozdílné velikosti částic.
Algoritmus výpočtu byl implementován do výpočetního programu. Metoda byla apli-
kována na výpočet složení a termodynamických vlastností systému, obsahujícího pro-
dukty rozkladu fluoridu sírového od 1000 K do 50 000 K.
Bylo zjištěno, že rozdíly ve složení a termodynamických vlastnostech neideálního sys-
tému od systému ideálního nejsou, zvláště za nižších teplot výrazné. Relativní odchylka
v molárním zlomku komponent v neideálním systému od příslušného molárního zlomku
v ideálním systému vykazuje tendenci růstu s teplotou a dosahuje nejvýše desítek procent.
Za teplot do 5000 K je takřka zanedbatelná. Tato relativní odchylka v termodynamických
funkcích je ještě méně výrazná a dosahuje nejvýše jednotek procent. Stejně jako u slo-
žení, je patrná obecná tendence růstu s teplotou, přičemž za teplot do 5000 K i více, je
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velikost této odchylky velmi malá. Kromě toho bylo zjištěno, že zmíněná odchylka roste
s hustotou systému. Pokud jde o neideální příspěvek k tlaku systému, bylo zjištěno, že je
tento příspěvek za nižších teplot kladný, za vyšších teplot pak záporný (Boylova teplota
pro počáteční koncentrace SF6 0,1, 1, 10 mol m−3, je postupně cca 5300, 6500 a 8000 K).
Vysvětlení spočívá v tom, že za nižších teplot systém obsahuje pouze malou nebo takřka
žádnou koncentraci iontů a elektronů, takže převládá příspěvek repulzívního potenciálu
tuhých koulí, zatímco za vyšších teplot, kdy je koncentrace iontů a elektronů vysoká, pře-
vládá elektrostatický příspěvek. Podíl neideálního příspěvku ku celkovému tlaku vykazuje
tendenci růstu s teplotou a hustotou systému; dosahuje však nejvýše jednotek procent.
Hlavní příspěvek k neideálnímu chování je způsoben elektrostatickou interakcí. S výjim-
kou nízkých teplot, lze z hlediska míry interakcí uvedený systém považovat za neideální.
Volbou dokonalejšího modelu pro mezimolekulární potenciál lze dosáhnout zpřesnění vý-
sledků zejména v nízkoteplotní oblasti.
5.2 Dosažené výsledky
Bylo dosaženo těchto výsledků.
1. Byly vypočteny standarní termodynamické funkce individuálních plynných látek
vytvořených prvky množiny E = {C, F, H, N, O, S, W, Ar, Ca, Cl, Cu, e−} v inter-
valu teplot od 298,15 K do nejvýše 50 000 K tak, aby bylo možno je využít pro vý-
počet rovnovážného složení a termodynamických vlastností systémů od 298,15 K do
50 000 K, v rozmezí tlaků od 0,01 bar do 100 bar. Výsledné standardní termody-
namické funkce jsou již součástí databázového systému popsaného v [32]. Seznam
látek je uveden v příloze A. Pro výpočet standardních termodynamických funkcí
látek tvořených z dvouatomových molekul byla použita metoda přímé sumace.
2. Pro uvedené výpočty byla shromážděna spektrální data. V případě chybějících nebo
neúplných údajů byly potřebné údaje odhadnuty. Pro vybrané molekuly byly pro-
vedeny výpočty ab initio metodami kvantové chemie. Část těchto výpočtů, na nichž
se podílel autor této práce byla publikována v letech 2007–2008 [210–214]. Výpočty
se týkaly nízkoležících elektronových stavů molekul CCl2, NO
−
2 , OF
+
2 , SF2, SF
+
2 ,
SF−2 , NF2, NF
+
2 , NF
−
2 , CF2, CF
+
2 , CF
−
2 a F
−
3 . Výpočty elektronových stavů SF
−
byly publikovány pouze v konferenčním sborníku [296]. Kromě údajů pro výpočet
standarních termodynamických funkcí byly též shromážděny údaje ke standarním
slučovacím enthalpiím, které v některých případech vycházely z vlastního ab initio
výpočtu (např. FS2F−).
3. Byla navržena metoda pro výpočet složení a termodynamických vlastností nei-
deálního plynného systému v termodynamické rovnováze. Byly odvozeny výchozí
vztahy, které umožňují výpočet za zadaných hodnot jak T , P , tak T , V . Metoda
byla implementována do výpočetního programu a použita na výpočet rovnovážného
složení a termodynamických vlastností systému sestávajícího z produktů rozkladu
fluoridu sírového za teplot 1000–50 000 K. Vliv elektrostatické interakce vycházel
z modifikace rošířené Debye-Hückelovy teorie. Metoda a výsledky byly publikovány
v [230].
Kromě zmíněných oblastí se autor této práce podílel na [286], která se zabývá sta-
novením intervalu výskytu látek v systému a týká se do jisté míry oblastí 1 a 3. Za
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důležitou práci lze považovat [32], kde je popsán databázový systém, který byl průběžně
aktualizován, a jehož součástí jsou i výsledky této práce. Uvedená publikace však vyšla
v květnu 2005 a vychází z výsledků z doby před zahájením studia doktorského studijního
programu v r. 2005.
Výsledné standardní termodynamické funkce vychází i z některých dřívějších výsledků,
na nichž se autor této práce podílel. Jsou to publikace [208, 209], kde jsou uvedeny vý-
sledky ab initio výpočtů dvouatomových molekul S2, F2, SF, NF, NS a jejich kladných
a záporných iontů (oblast 1). Starší výsledky výpočtu standardních termodynamických
funkcí a jejich aplikace na výpočet rovnovážného složení a termodynamických vlastností
systému [33], na něž se tato práce odvolává (především kap. 3, odd. 3.3.1), se týkají
především oblasti 1 a též 3.
Výše uvedené výsledky publikované v letech 2006–2009 [210–214,286,296] byly získány
při řešení grantového projektu GA ČR 102/06/1337, který navazoval na předchozí projekt
GA ČR 102/02/1414 [32,209], případně 102/96/1120 [33,208].
Všechny zde zmíněné publikace, kromě [296], byly uveřejněny v impaktovaných časo-
pisech.
5.3 Náměty pro další práci
Z toho co bylo uvedeno v této práci, vyplývají následující témata k dalšímu zpracování.
• Řešení problému divergence PF termodynamicky konzistentním způsobem; zejména
rozpracování formalismu obsazovacích čísel, jak byl zaveden v kap. 2, odd. 2.3.1 a
jeho použití pro konkrétní látky ve vybraném systému.
• S tím souvisí i úprava algoritmu pro výpočet složení a termodynamických vlast-
ností tak, aby zpracovával STF vycházející z PF závislé na složení, včetně zahrnutí
formalismu obsazovacích čísel.
• Výpočet neideálního příspěvku k chemickému potenciálu individuální látky a ostat-
ních neideálních příspěvků ve vybraném systému. Použití více realistického poten-
ciálu než potenciálu tuhých koulí a případně modelu za rámec rozšířené DH teorie
pro elektrostatické interakce. Eventuální zahrnutí kvantových efektů nad rámec Λ/8
aproximace uvedené v odd. 4.1.5 a výpočet aproximace kvantové PF, např. pomocí
pseudopotenciálu.
• Přesnější výpočet STF vibračně-rotačního příspěvku. Numerické řešení jaderné Schrö-
dingerovy rovnice pro vybrané dvouatomové molekuly a příslušný meziatomový
potenciál. Výpočet meziatomového potenciálu ab initio. Pro víceatomové molekuly
použití adekvátnějších přibližných metod než představuje model HO a RR (dále po-
užití např. Pitzer-Gwinnovy metody). Eventuální ab initio výpočet vícerozměrné
PES. V případě čtyř a víceatomových molekul zahrnutí adekvátního modelu vnitřní
rotace.
• Výpočet složení a termodynamických vlastností systému za rámec LTE. Formulo-
vání algoritmu na případ neizotermického plazmatu.
• Rozšíření algoritmu výpočtu složení a termodynamických vlastností na heterogenní
systém.
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• Zahrnutí záření do výpočtu složení termodynamických vlastností. Eventuální vyu-
žití PF na simulaci a interpretaci spektrálních dat.
• Pokus o stanovení chyby výpočtu složení a termodynamických vlastností systému.
To je možné jen tehdy, pokud byla pro PF nalezena vyhovující metodika pro renor-
malizaci.
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Vektory a množiny
Číselné množiny jsou označeny ve shodě s konvencí často požívanou v matematice, kdy
R označuje množinu reálných čísel, C množinu komplexních čísel, N množinu přirozených
čísel a Z množinu celých čísel.
Spočetné uspořádané množiny dané výčtem prvků jsou chápány jako uspořádané n-
tice. Není-li výslovně uvedeno jinak, není tu pro jednoduchost rozlišováno mezi uspořá-
danou n-ticí a vektorem.
S = {S1, S2, . . . , Si, . . . , SM} ≡ [S1, S2, . . . , Si, . . . , SM ], Si ∈ C,
kdy může platit M →∞.
Definujme součin RS
RS =
M∑
i=1
RiSi.
Uspořádaná n-tice představuje složky vektoru. Sama ovšem netvoří prvek abstrakt-
ního vektorového prostoru, proto je zde uvedena definice součinu analogicky skalárnímu
součinu dvou vektorů u · v. Součin u · u a uv není pro účely této práce rozlišován.
Vektor u je definován pomocí lineárně nezávislé báze BM
u =
M∑
i=1
uiei, BM = {e1, e2, . . . , ei, . . . , eM}.
Zvláštní význam má vektor q v kanonických souřadnicích [239, 279] konfiguračního
prostoru Γfq a vektor p impulsového prostoru Γ
f
p , kde f označuje počet stupňů volnosti a
tedy dimenzi prostoru.
q = [q1, q2, . . . , qf ], p = [p1, p2, . . . , pf ].
Pro N nezávislých částic lze v Kartézských souřadnicích psát (f = 3N).
r = q = [r1, r2, . . . , rN ], p = [p1,p2, . . . ,pN ],
kde pro každou částici i platí
ri = [xi, yi, zi], pi = [px,i, py,i, pz,i].
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Pokud je třeba označit podprostor vybraný z konfiguračního nebo impulsového pro-
storu, v němž je zadán rádius vektor v kartézských souřadnicích odpovídajících jednotli-
vým částicím rι, rκ, . . . , rλ tak jako v kap. 2, je pro tento rádiusvektor použito horního
indexu rη, kde η = {ι, κ, . . . , λ}. Zbývající proměnné rk 6∈ η, η ⊂ N lze zapsat jako
rN−η. Chceme-li zdůraznit pouze dimenzi vektoru v prostoru, je použito horního indexu
označujícího jednoduchou proměnnou (kap. 2) rN , kN , ψ(kN , rN).
V nerelativistické kvantové mechanice je nadto výhodné zavést vektor ξ zahrnující
souřadnice konfiguračního prostoru r a souřadnice vyjadřující spin s.
ξ = [r, s], s = [s1, s2, . . . , si, . . . sN ], si = α, β
Symbolu ξ je v této používáno především jako zobecněné souřadnice.
Integrální a diferenciální počet
Diferenciál dS označuje
dS = dS1 dS2 · · · dSN ,
integrál z f(S) je pak∫
f(S) dS =
∫∫
· · ·
∫
f(S) dS1 dS2 · · · dSN .
Pokud nejsou uvedeny meze integrace, rozumí se vždy v celém oboru RN∫
f(S) dS ≡
∫ ∞
−∞
f(S) dS.
Pro složky x, y, z je∫
f(r) dri ≡
∫
V
f(r) dxi dyi dzi =
∫∫∫
f(x, y, z) dxi dyi dzi,
přičemž ∫
dr =
∫∫
· · ·
∫
dr1dr2 · · · drN .
Analogické vyjádření platí pro pi a xi.
Pokud je třeba označit podprostor, přes nějž integrace probíhá, jako např. v kap. 2,
je použito horního indexu (viz výše)
drη = drι drκ · · · drλ,
v němž η určuje množinu diferenciálů proměnných {ι, κ, . . . , λ}. Integrace přes zbývající
proměnné rk 6∈ η, η ⊂N , je pak zapsána jako∫
f(r) drN−η.
Dále označujeme pro každý stupeň volnosti j
∇u(q) =
f∑
j=1
∂u
∂qj
ej,
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pro funkce proměnné q,
∇v(p) =
f∑
j=1
∂v
∂pj
ej,
pro funkce proměnné p a
∇w(q,p) =
f∑
j=1
∂w
∂qj
ej +
2f∑
j=f
∂w
∂pj
ej,
pro funkce proměnné q i p.
V případě Kartézských souřadnic je definice jednoduše
∇i = ∂
∂ri
=
∂
∂xi
i+
∂
∂yi
j +
∂
∂zi
k,
pro proměnné pi a xi zcela analogicky.
Obecně, derivace podle S je psána jako
∂
∂S
≡ ∇S =
M∑
k=1
∂
∂Sk
,
v případě, že postačující informaci podávají pouze složky derivace podle Sk; není-li brán
v úvahu vektorový charakter, je použito netučného symbolu ∇.
Matice
Je-li třeba zdůraznit, že se jedná o matici, je použito tučného bezserifového řezu písma.
Je využito zápisu
[aij] = A.
V případě označení řeckými písmeny, je použito tučného řeckého fontu.
P = Iω.
Determinant matice značíme det (A). Zápis
det(A− λE) = 0.
definuje sekulární rovnice pro vlastní hodnoty λ matice A, kde E je jednotková matice.
Operátory
Kvantově-mechanické operátory označujeme bezserifovým písmeny se stříškou Hˆ, Tˆ, Vˆ,
pˆ. Klasické veličiny značíme bez stříšky H, T,
Vˆ = V.
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Střední hodnoty
Střední hodnoty veličiny X obecně značíme pruhemX. Střední hodnoty souboru systémů,
na rozdíl od středních hodnot systémuX, označujeme dvojitým pruhemX. Střední hod-
notu definovanou v 4, odd. 4.1.5 vztahem (4.39) pro veličiny závislé na poloměru částic,
byly označeny lomenými závorkami 〈f(x)〉i.
Grupy
Na několika místech je použito symboliky teorie grup. Neredukovatelné reprezentace
v obecném případě označujeme symbolem Γ. Symboly reprezentací bodových grup sy-
metrie zde použitých, vychází z přijaté symboliky, uvedené v multiplikativních tabul-
kách [61, 190, 277, 278]. Bodové grupy označujeme potučným řezem písma s netučným
indexem: C cyklické grupy, D diedrické grupy, T tetraedrické grupy, O oktaedrické grupy.
Další rozdělení může být následující [278]
1. rotační grupy: C1, C2, Cs, Ci, D2, C2v, C2h, D2d, obecně pak Cn, Cnv, Cnh, Sn,
Dn, Dnd, Dnh;
2. grupy vyšší symetrie: Td, Th, Oh, O;
3. grupy s rotací kolem nekonečněčetné osy C∞: C∞v, D∞h, Kh.
Seznam použitých zkratek
BO Born-Oppenheimerova aproximace;
DH Debye-Hückel;
ETF Dodatkové parciální molární termodynamické funkce (excess partial molar
thermodynamic functions);
FPIMC Fourier path integral Monte Carlo;
HF standardní slučovací enthalpie (heat of formation);
HO harmonický oscilátor;
LAM molekulární pohyby s velkou amplidudou (large amplitude motion);
LTE lokální termodynamická rovnováha (local thermodynamic equilibrium);
NLTE oslabená platnost lokální temodynamické rovnováhy (non-local thermodyna-
mic equilibrium), kap. 1;
NR Newton-Raphson (metoda);
PES plocha potenciální energie (potential energy surface);
PI Path integral;
PIMC Path integral Monte Carlo;
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PF partiční funkce;
PL Planck-Larkin (jako horní index, kap. 2, odd. 2.3.1);
PLPF Planck-Larkinova partiční funkce (kap. 2, odd. 2.3.1);
RR tuhý rotor (rigid rotator);
QC kvantová chemie (quantum chemistry);
QM kvantová mechanika (quantum mechanics);
SA spektroskopická aproximace;
SM statistická mechanika (statistical mechanics);
STF standardní termodynamické funkce;
TDP termodynamické vlastnosti (thermodynamic properties).
TPIMC Torsional path integral Monte Carlo;
ÚMP úplná množina pozorovatelných veličin;
WJD White-Johnson-Dantzig (metoda);
WKB Weitzel-Kramers-Brillouin (metoda);
ZPE nulový bod energie (zero point energy).
Seznam použitých symbolů
Použité symboly byly utvořeny v souladu se zásadami výše uvednými v této kapitole.
Symboly s různými indexy nejsou vypisovány zvlášť. Má-li veličina fyzikální rozměr, jsou
jednotky uvedeny v hranaté závorce. Jsou-li veličiny výslovně použity v jiných než základ-
ních jednotkách SI, jsou uvedeny (typicky energie termů v cm−1). Hodnoty fyzikálních
konstant jsou doporučené hodnoty CODATA 2006 a jsou převzaty z [188].
Označení bodových grup bylo již uvedeno výše a není v seznamu opakováno. Uvedeme
nejprve obecně použitou symboliku
Obecně použitá symbolika
Obecnou veličinu spíše mechanického rázu označujeme F , spíše termodynamickou X.
F˙ časová derivace veličiny F ;
X střední hodnota veličiny X systému (kap. 2);
X střední hodnota veličiny X souboru systémů (kap. 2);
X¯i veličina s krátkým pruhem (bar) označuje parciální veličinu látky Ci (definice
kap. 3, odd. 3.1.2, vztah (3.6), a odd. 3.1.3), zejména parciální molární veličiny
v kap. 3, 4, 5;
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〈X〉i střední hodnota podle definice (4.39) (pouze v kap. 4, odd. 4.1.5 a příloze D);
|F | absolutní hodnota, velikost veličiny F (kap. 2);
{Fi} množina F1, F2, F3, . . . , obvykle orthonormální systém vlastních funkcí (kap.
2);
X◦ označuje temodynamickou veličinu X ve standardním stavu (definice 3, str.
95) jako ideální plyn za teploty systému a standardního tlaku;
X∗ označuje temodynamickou veličinu X ve standarním stavu (definice kap. 3,
str. 95) jako ideální plyn za teploty systému a tlaku systému;
Xex označuje neideální (dodatkovou) složku veličiny X;
Xcon označuje neideální kontaktní složku veličiny X (definice kap. 4, odd. 4.1.5);
Xel označuje neideální kontaktní složku veličiny X (definice kap. 4, odd. 4.1.5);
F ∗ veličina komplexně sdružená k F , používáno v kvantové mechanice (pouze
v kap. 2);
[Fˆ, Gˆ] komutátor v kvantové mechanice (kap. 2);
dX diferenciál funkce X;
∆X rozdíl, přírůstek funkce X;
δX variace funkce X;
∆P ◦X změna veličiny X za dvou různých standardních tlaků (kap. 3);
∆TrefX změna veličiny X za dvou různých referenčních teplot (kap. 3);
Xint vnitřní složka termodynamické veličiny;
Xtr translační složka termodynamické veličiny;
TrF operátor součtu diagonálních prvků natice F, stopa (trace) matice F (kap. 2);
F−1; FT matice inverzní k F (kap. 2); matice transponovaná k F (kap. 3, odd. 3.2.3);
r × p vektorový součin vektorů r a p (kap. 3);
Γp ⊕ Γq direktní součet prostorů Γp a Γq (kap. 2);
Γi ⊗ Γj direktní součin reprezentací Γi Γj (kap. 3);
a↔ b povolený vzájemný přechod mezi stavem a a b (kap. 3);
a 6↔ b zakázaný vzájemný přechod mezi stavem a a b (kap. 3);
ψa
σ→ ψb značí, že stav ψa přechází působením operace (symetrie) σ na ψb (kap. 3);
X ← a přiřazení hodnoty a promoměnné X (kap. 4. odd. 4.1.3).
Pokud je použití výše uvedené obecné symboliky v konkrétních případech jasné, nebu-
dou vypisovány všechny jednotlivé kombinace případů jejího použití. Konkrétní použité
symboly jsou shrnuty dále
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Seznam použitých symbolů
A Helhmoltzova energie (kap. 2–4), [J]; konstanta (kap. 2, odd. 2.2.2); rotační
konstanta; štepící konstanta multipletu (kap. 3), [cm−1];
A plocha (kap. 2), [m2];
A◦i standardní molární Helmholtzova energie komponenty Ci (kap. 3), [J mol
−1];
A¯i parciální (molární) Helmholtzova energie komponenty Ci (kap. 3, 4), [J mol−1];
A¯∗i ideální složka parciální molární Helmholtzova energie komponenty Ci (kap. 3,
4), [J mol−1];
A¯
(`+1)
i následná aproximace parciální molární Helmholtzovy energie komponenty Ci
vycházející z aproximace složení kroku ` (kap. 4), [J mol−1];
A¯coni kontaktní složka dodatkové parciální molární Helmholtzovy energie (příloha
D), [J mol−1];
A¯eli elektrostatická složka dodatkové parciální molární Helmholtzovy energie (pří-
loha D), [J mol−1];
A¯exi dodatková parciální molární Helmholtzova energie komponenty Ci (kap. 3, 4),
[J mol−1];
Ae rotační konstanta vztažená k minimu PES (kap. 3), [cm−1];
A[v] rotační konstanta vztažená k vibračnímu stavu v (kap. 3), [cm−1];
AC◦p aproximace standardní molární tepelné kapacity za konstantního tlaku (pří-
loha B), [J K−1 mol−1];
A[H◦(T )−H◦(0)]
aproximace standardní molární enthalpie (příloha B), [J mol−1];
AS◦ aproximace standardní molární entropie (příloha B), [J K−1 mol−1];
AΦ◦ aproximace standardní molární redukované Gibbsovy energie (příloha B),
[J K−1 mol−1];
a s indexem nebo jako funkce indexové proměnné značí rozvojový koeficient
(kap. 2, 3); speciálně koeficient Dunhamova rozvoje (kap. 3); s indexem i,
poloměr kvantového stavu i (kap. 2, odd. 2.3.1), [m]; obecně označení antisy-
metrického stavu; bod na křivce efektivního potenciálu (obr. 3.1, kap. 3);
amax bod na křivce efektivního potenciálu odpovídající energii maxima (obr. 3.1,
kap. 3);
aij kvadratický koeficient rozvoje potenciální energie (kap. 3), [kg s−2]; prvek kon-
stituční matice (kap. 4);
aijk kubický koeficient rozvoje potenciální energie (kap. 3), [kg m−1 s−2];
a0 Bohrův poloměr (kap. 2), a0 = 0.529177 208 59× 10−10 m;
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B rotační konstanta (kap. 3), [cm−1];
Be rotační konstanta vztažená k minimu PES (kap. 3), [cm−1];
Bv rotační konstanta vztažená k vibračnímu stavu v pouze u dvouatomových
molekul (kap. 3), [cm−1];
B[v] rotační konstanta vztažená k vibračnímu stavu v (kap. 3), [cm−1];
B0 rotační konstanta vztažená k nulovému vibračnímu stavu (kap. 3), [cm−1];
b s indexem nebo jako funkce indexové proměnné značí rozvojový koeficient
(kap. 2); bod na křivce efektivního potenciálu (obr. 3.1, kap. 3); s indexem j,
celkové látkové množství prvku Ej v bilančních podmínkách (kap. 4), [mol];
C koeficient v rozvoji vlnové funce systému (kap. 3); rotační konstanta (kap. 3),
[cm−1];
Ce rotační konstanta vztažená k minimu PES (kap. 3), [cm−1];
Ci komponenta Ci (kap. 3, 4);
Cp tepelná kapacita za konstantního tlaku (kap. 3, příloha C), [J K−1];
Cp,f zamrzlá tepelná kapacita za konstantního tlaku (kap. 3, příloha C), [J K−1];
C◦p standardní molární tepelná kapacita za konstantního tlaku, s indexem i, kom-
ponenty Ci (kap. 3, příloha C), [J K−1 mol−1];
Cexp,f dodatková zamrzlá tepelná kapacita za konstantního tlaku (příloha C), [J K
−1];
C◦p,int vnitřní složka standardní molární tepelné kapacity za konstantního tlaku, s in-
dexem i, komponenty Ci (kap. 3), [J K−1 mol−1];
C◦p,tr translační složka standardní molární tepelné kapacity za konstantního tlaku,
s indexem i, komponenty Ci (kap. 3), [J K−1 mol−1];
Cv tepelná kapacita za konstantního objemu (kap. 3, příloha C), [J K−1];
C[v] rotační konstanta vztažená k vibračnímu stavu v (kap. 3), [cm−1];
Cv,f zamrzlá tepelná kapacita za konstantního objemu (kap. 3, příloha C), [J K−1];
C◦v standardní molární tepelná kapacita za konstantního objemu, s indexem i,
komponenty Ci (kap. 3, příloha C), [J K−1 mol−1];
C¯conv,f,i kontaktní složka dodatkové parciální molární zamrzlé tepelné kapacity za kon-
stantního objemu komponenty Ci (kap. 4, příloha D), [J K−1];
C¯elv,f,i elektrostatická složka dodatkové parciální molární zamrzlé tepelné kapacity za
konstantního objemu komponenty Ci (příloha D), [J K−1];
Cexv,f dodatková zamrzlá tepelná kapacita za konstantního objemu (příloha C),
[J K−1];
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C0 rotační konstanta vztažená k nulovému vibračnímu stavu (kap. 3);
c bez indexu, rychlost světla ve vakuu, c = 299 792 458 m s−1;
ci s indexem, obecnně rozvojový koeficient (kap. 2, kap. 3); látková koncentrace
komponenty Ci (kap. 4), [mol m−3];
cp specifická tepelná kapacita za konstantního tlaku (kap. 4), [J K−1 kg−1];
cp,f zamrzlá specifická tepelná kapacita za konstantního tlaku (kap. 4), [J K−1 kg−1];
cv specifická tepelná kapacita za konstantního objemu (kap. 4), [J K−1 kg−1];
cv,f zamrzlá specifická tepelná kapacita za konstantního objemu (kap. 4), [J K−1 kg−1];
C látka vznikající z prvků (kap. 3);
C◦ látka vznikající z prvků ve standardním stavu (kap. 3);
D centrifugální rotační konstanta, též s indexem J , JK a K pro symetrický rotor
(kap. 3), [cm−1];
De centrifugální rotační konstanta dvouatomové molekuly (kap. 3), [cm−1];
Dv centrifugální rotační konstanta dvouatomové molekuly za daného vibračního
stavu (kap. 3), [cm−1];
D[v] centrifugální rotační konstanta víceatomové molekuly za daného vibračního
stavu (kap. 3), [cm−1];
D0e disociační energie vztažená k minimu potenciálové křivky (kap. 3), [cm
−1];
D00 disociační energie vztažená k energii nulových vibrací (kap. 3), [cm
−1];
d(`+1) kritérium konvergence postupných aproximací ` ve výpočtu složení neideálního
systému (kap. 4);
di degenerace vibračního stavu i (kap. 3);
dij charakteristická konstanta v Badgerově pravidlu (kap. 3, (3.159)), [m]; součet
poloměrů modelu kulových částic Ci, Cj (kap. 4, příl. D), [m−1];
E energie, s indexem i energie diskrétního stavu i (kap. 2, 3), [J];
Ei0 energie nulového bodu (kap. 3), [cm
−1];:
Et celková energie systémů v souboru (kap. 2), [J];
E jednotková matice (kap. 3);
e Eulerovo číslo, e = 2.718 281 828 . . . (kap. 2, 3);
e elementární náboj, e = 1.602 176 487× 10−19 C (kap. 2, 4);
E bez indexu, atomární báze; množina prvků vytvářející systém (kap. 4);
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Ei s indexem i, prvek (kap. 3); prvek atomární báze (kap. 4);
E◦i referenční stav prvku Ei (kap. 3);
F bez indexu, označuje obecně mechanickou veličinu (kap. 2); funkce definovaná
pomocí (2.169) (kap. 2, odd. 2.2.2); s indexem Zkl a argumentem r označuje
radiální část coulombické funkce (kap. 2, odd. 2.3.1); s číselným indexem,
označuje energii termu (kap. 3), [cm−1]; funkce definovaná podílem Gibbsovy
nebo Helmholtzovy energie a RT pomocí (4.14) (kap. 4);
Fe kvartická anharmonická rotační konstanta (kap. 3), [cm−1];
Fv jako funkce rotačního kvantového čísla, energie rotačního termu dvouatomové
molekuly, příp. s indexem elektronového stavu (kap. 3), [cm−1];
Fv jako funkce rotačního kvantového čísla, energie rotačního termu víceatomové
molekuly, příp. s indexem elektronového stavu (kap. 3), [cm−1];
Fobs měřená hodnota veličiny (kap. 2);
Fζξ se dvěma indexy, prvek hermitovské matice veličiny F (kap. 2);
F livi sdružené Laguerrovy polynomy (kap. 3);
Fτ hodnota veličiny naměřená v časovém intervalu τ (kap. 2);
Fτ časová střední hodnota veličiny F (kap. 2);
F Faradayova konstanta, F = 96 485.3399 C mol−1 (kap. 4);
F funkce (funkcionál), jejíž nulová první variace definuje podmínku pro vázaný
extrém (kap. 2, 4);
f počet stupňů volnosti (kap. 2); označení funkce; kvadratická konstanta v roz-
voji potenciální energie (kap. 3), [kg s−2]; funkce zadaná vztahy (4.14) (kap.
4);
f(N) generická distribuční funkce (kap. 2);
f(h) generická distribuční funkce řádu h (kap. 2);
fˆ(h) se dvěma argumenty, generická matice hustot řádu h (kap. 2);
G Gibbsova energie (kap. 2–4), [J]; funkce vibračních kvantových čísel, energie
(vlnočet) vibračních stupňů volnosti, s indexem i, vibrace i (kap. 3), [cm−1];
G0 energie vibračního termu vzhledem k nulovým vibracím (kap. 3), [cm−1];
∆Gv+1/2 konečná diference vibračního termu v bodě v + 1/2 (kap. 3), [cm−1];
∆Gv konečná diference vibračního termu v bodě v (kap. 3), [cm−1];
g s argumentem ri, rj, radiální distribuční funkce, (kap. 2), též jako gij (kap.
4); jako dolní index označuje sudou (gerade) elektronovou funkci (kap. 3;
212
Seznam použitých symbolů
gij se dvěma indexy, vibrační konstanta degenerovaných vibrací (vztah (3.76),
kap. 3); kubická konstanta v rozvoji potenciální energie (kap. 3), [kg m−1 s−2];
H enthalpie (kap. 2, 2), [J];
He kubická anharmonická rotační konstanta (kap. 3), [cm−1];
[H◦(T )−H◦(0)]
standardní molární enthalpie (komponenty) za referenční teploty 0 K (kap. 3),
[J mol−1];
[H◦(T )−H◦(0)]int
vnitřní složka standardní molární enthalpie (komponenty) za referenční tep-
loty 0 K (kap. 3), [J mol−1];
[H◦(T )−H◦(0)]tr
translační složka standardní molární enthalpie (komponenty) za referenční tep-
loty 0 K (kap. 3), [J mol−1];
Hex dodatková enthalpie (příloha C), [J];
H¯coni kontaktní složka dodatkové parciální molární enthalpie komponenty Ci (pří-
loha D), [J mol−1];
H¯exi parciální molární dodatková enthalpie komponenty Ci (příloha C), [J mol
−1];
H¯eli elektrostatická složka dodatkové parciální molární enthalpie komponenty Ci
(příloha D), [J mol−1];
H◦Tref ,i standardní molární enthalpie komponenty Ci, za referenční teploty Tref , (pří-
loha C), [J mol−1];
Hvi Hermiteův polynom stupně vi ve vibrační vlastní funkci (kap. 3);
Hξζ prvek Hamiltonovy hermitovské matice (kap. 2), [J];
∆fH◦ standardní slučovací enthalpie, s indexem Tref za referenční teploty Tref , s in-
dexem 0, za referenční teploty 0 K, příp. dalším indexem i označujícím kom-
ponentu Ci (kap. 3, 4), [J mol−1];
H klasický hamiltonián (kap. 2, 3), [J];
Hcl klasická složka hamiltoniánu (kap. 2), [J];
Hq kvantově-mechanická složka hamiltoniánu (kap. 2), [J];
Hˆ kvantově-mechanický hamiltonián (kap. 2, 3), [J];
Hˆint hamiltonián vnitřních stupňů volnosti (kap. 2, 3), [J];
Hˆtr hamiltonián translačních stupňů volnosti (kap. 2, 3), [J];
H Hilbertův prostor (kap. 2);
H spektrum vlastních hodnot hamiltoniánu (kap. 2), [J];
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h Planckova konstanta, h = 6.626 068 96 × 10−34 J s (kap. 2, 3); kvartická kon-
stanta v rozvoji potenciální energie (kap. 3), [kg m−2 s−2]; řád redukované dis-
tribuční funkce, příp. matice hustot (počet molekul, kap. 2);
~ Planckova konstanta lomená 2pi, ~ = 1.054 571 628× 10−34 J s (kap. 2, 3);
I jaderný spin, s indexem α, jádra α (kap. 3); s indexem X, nebo A, B, C,
moment setrvačnosti kolem hlavních os molekuly, příp. s dvojitým indexem
pro složky tenzoru (kap. 3), [kg m2];
IP ionizační potenciál, s horním indexem H, atomu vodíku (kap. 1, 2, odd. 2.3.1),
[J];
i index (kap. 2–4);
i imaginární jednotka (kap. 2, 3);
i inverze, operace inverze (kap. 3);
in inverze jader, operace záměny identických jader (kap. 3);
I matice momentů setrvačnosti (kap. 3), [kg m2];
J výsledný impulsmoment molekuly zadaný kvantovým číslem J ; rotační kvan-
tové číslo (kap. 2, 3), [J s]; sudá funkce (3.93) v rovnici (3.92) (pouze 3, str.
120), [J];
Jlim limitní hodnota rotačního kvantového čísla (kap. 3);
Jmax maximální hodnota rotačního kvantového čísla (kap. 3);
Jmin minimální hodnota rotačního kvantového čísla (kap. 3);
J výsledný vektor impulsmomentu molekuly (kap. 2, též P v kap. 3), [J s];
j index (kap. 1–4);
j výsledný vektor elektronového impulsmomentu (kap. 2), [J s];
K číslo určující normu operátoru (pouze kap. 2, odd. 2.1.1); kvantové číslo odpo-
vídající součtu rotačního a projekce elektronového orbitálního impulsmomentu
v dvouatomové molekule; kvantové číslo projekce celkového impulsmomentu
do geometrické osy u symetrického rotoru (kap. 3);
K vektor impulsmomentu součtu rotačního a orbitálního impulsmomentu v dvou-
atomové molekuleů; projekce P do geometrické osy (kap. 3);
k vlnové číslo (kap. 2), [m−1]; index (kap. 2–4); kvantové číslo k = ±K, u syme-
trického rotoru, příp. s číselným indexem; silová konstanta, s indexem e (kap.
3), [kg s−2];
kmax nejvyšší možný kvantový stav daný číslem k (kap. 2, odd. 2.3.1);
kmin nejnižší možný kvantový stav daný číslem k (kap. 2, odd. 2.3.1);
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k vlnový vektor (kap. 2), [m−1];
k Boltzmannova konstanta, k = 1.380 6504× 10−23 J K−1 (kap. 2, 4);
L celkový orbitální elektronový impulsmoment zadaný kvantovým číslem L v mo-
lekule (kap. 2, 3), [J s]; délka pravoúhlé potenciálové jámy (kap. 2, odd. 2.2.2),
[m];
L vektor celkového orbitálního elektronového impulsmomentu v molekule (kap.2,
3), [J s];
l index; orbitální impulsmoment elektronu zadaný hodnotou kvantového čísla
l v poli centrálních sil; vedlejší kvantové číslo (kap. 2); s indexem i kvantové
číslo v dvakrát degenerované vibraci vi (kap. 3); horní index (l), (l + 1) u ni,
n označuje postupnou aproximaci pro ni, n v kroku l, l + 1 iteračního cyklu
ve výpočtu ideálního systému (kap. 4);
l vektor orbitálního impulsmomentu elektronu v poli centrálních sil (kap. 2),
[J s];
` index (kap. 2, 4); horní index (`), (` + 1) veličiny X označuje postupnou
aproximaci veličiny X kroku `, `+ 1 iteračního cyklu ve výpočtu neideálního
systému, kde X = ni,n, µi, A¯i (kap. 4);
M bez indexu, dimenze; funkce definovaná v rovnici (2.179) (kap. 2, odd. 2.2.2);
hmotnost molekuly (kap. 2), [kg]; počet rovnic látkové bilance (kap. 4); molární
hmotnost, s indexem i, komponenty Ci (kap. 4), [kg mol−1];
M vektor elektrického dipólového momentu molekuly (kap. 3), [C m];
Mζ projekce rotačního impulsmomentu molekuly jako symetrického rotru do geo-
metrické osy (kap. 3);
MJ projekce celkového impulsmomentu molekuly do mezijaderné osy (kap. 3);
ML projekce elektronového orbitálního impulsmomentu molekuly do mezijaderné
osy (kap. 3);
MS projekce elektronového spinového impulsmomentu molekuly do mezijaderné
osy (kap. 3);
m hmotnost, [kg]; dimenze (kap. 2);
me hmotnost elektronu, me = 9.109 382 15× 10−31 kg (kap. 2);
ml projekce impulsmomentu do zvolené osy; magnetické kvantové číslo (kap. 2);
ms magnetické spinové číslo (kap. 2);
N příp. s indexem, počet částic; dimenze (kap. 2); rotační impulsmoment zadaný
kvantovým číslem N (kap. 3);
N množina částicového složení (kap. 2); vektor rotačního imulsmomentu mole-
kuly (kap. 3), [J s];
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NA Avogadrova konstanta, NA = 6.022 141 79× 10−23 mol−1 (kap. 2–4);
Nt celkový počet stavů systémů v souboru (kap. 2);
Nvi normalizační konstanta vibrační vlastní funkce (kap. 3);
Nˆ operátor počtu částic (kap. 2);
N počet systémů v souboru (kap. 2);
n dimenze (kap. 2); hlavní kvantové číslo (kap. 2); distribuce (s indexem, kap.
2); látkové množství, s indexem i komponenty Ci, bez indexu celkové látkové
množství (kap. 3, 4), [mol];
n∗ efektivní hlavní kvantové číslo (pouze kap. 2, odd. 2.3.1);
n
(l)
i látkové množství komponenty Ci postupné aproximace kroku l (kap. 4), [mol];
n
(l+1)
i následující aproximace látkového množství komponenty Ci vycházející z apro-
ximace kroku l (kap. 4), [mol];
n množina látkových množství – složení, (kap. 4), [mol];
n∗ složení neideálního systému (kap. 4), [mol];
n(l) složení ideálního systému postupné aproximace kroku l (kap. 4), [mol];
n(`) aproximace kroku ` ve složení neideálního systému (kap. 4), [mol];
n(l+1) následující aproximace složení ideálního systému vycházející z aproximace
kroku l (kap. 4), [mol];
n(`,l) postupná aproximace kroku l v kroku ` vnějšího iteračního cyklu výpočtu
složení neudeálního systému (kap. 4), [mol];
n množina distribucí (kap. 2);
n? nejpravděpodobnější distribuce – množina (kap. 2);
n?k prvek maximální distribuce (kap. 2);
o v závorce, součást názvu, index – ortho (kap. 3);
P bez indexu, tlak (kap.2–4); s indexem 0, zadaný tlak ve výpočtu za konstntního
tlaku (kap. 4), [Pa]; s indexem, permutace (kap. 2, odd. 2.2.2); s indexem X,
kde X = A,B,C, příp. x, y, z, moment hybnosti molekuly (kap. 3), [J s];
P vektor momentu hybnosti molekuly, příp s indexem (kap. 3), [J s];
P ◦ standardní tlak (kap. 3, 4), zde P ◦ = 105 Pa;
P¯ coni kontaktní složka dodatkového tlaku komponenty Ci, [Pa mol
−1] (kap. 3, příloha
D);
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P¯ eli elektrostatická složka dodatkového tlaku komponenty Ci, [Pa mol
−1] (kap. 3,
příloha D);
P¯ exi dodatkový molární tlak komponenty Ci, [Pa mol
−1] (chap. 3, příloha D);
Pˆnm se dvěma indexy nebo funkčními argumenty, prvek matice hustot, příp. s hor-
ním indexem; též bez označení znaku stříšky (kap. 2);
P(N) specifická distribuční funkce (kap. 2);
P(h) distribuční funkce řádu h (kap. 2);
Pˆ(h) se dvěma argumenty, specifická matice hustot řádu h (kap. 2);
P matice hustot (kap. 2); vyjádření celkového rotačního momentu hybnosti mo-
lekuly (kap. 3) [J s];
P pravděpodobnost, příp. s horním indexem N , a dolním indexem označijícím
stav (kap. 2);
Pˆ kvantově-mechanický operátor pravděpodobnosti, příp. s indexem i diskrét-
ního stavu i (kap. 2);
p hybnost, s indexem i složka hybnosti (kap. 2), [kg m s−1]; v závorce, součást
názvu, index – para (kap. 3);
p vektor hybnosti, bod v impulsovém prostoru (kap. 2), [kg m s−1];
ptot celková hybnost molekuly (kap. 2), [kg m s
−1];
p˙tot časová změna celkové hybnosti molekuly (kap. 2), [kg m s
−2];
pˆ kvantově-mechanický operátor hybnosti (kap. 2), [kg m s−1];
pη vektor p množiny vybraných molekul (kap. 2);
pN−η vektor p doplňku množiny vybraných molekul (kap. 2);
Q bez indexu, partiční funkce kanonického souboru (kap. 2); s indexem i, celková
partiční funkce komponenty Ci (kap. 2, 3); jako funkce T , P , n, resp. T , V , n,
kvadratická aproximace Gibbsovy, resp. Helmholtzovy energie systému dělené
RT (kap. 4);
Q∗ bez indexu, kanonická partiční funkce systém neinteragujících částic (kap. 2);
Qcl klasická složka partiční funkce (kap. 2);
Qint vnitřní složka partiční funkce, s indexem i, komponenty Ci (kap. 2, 3);
QPLint Planck-Brillouinova partiční funkce (vnitřní složka) (kap. 2, odd. 2.3.1);
Qint funkce definovaná vztahem (3.44) pro přímou sumaci (kap. 2, odd. 3.2.2);
Qint funkce definovaná vztahem (3.45) pro přímou sumaci (kap. 2, odd. 3.2.2);
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Qi,vr rotační složka partiční funkce v přímé sumaci zadaná vztahem (3.56) (kap. 2,
odd. 3.2.2);
Q i,vr rotační složka funkce Qint zadané vztahem (3.56) v přímé sumaci (kap. 2, odd.
3.2.2);
Q i,vr rotační složka funkce Qint zadané vztahem (3.56) v přímé sumaci (kap. 2, odd.
3.2.2);
Qiv vibrační složka partiční funkce v přímé sumaci zadaná vztahem (3.57) (kap.
2, odd. 3.2.2);
Q iv vibrační složka funkce Qint zadané vztahem (3.57) v přímé sumaci (kap. 2,
odd. 3.2.2);
Q iv vibrační složka funkce Qint zadané vztahem (3.57) v přímé sumaci (kap. 2,
odd. 3.2.2);
Qq kvantově-mechanická složka partiční funkce (kap. 2);
Qtr translační složka partiční funkce, s indexem i, komponenty Ci (kap. 2, 3);
Q
(2)
int vnitřní složka dvoučásticové partiční funkce (kap. 2, odd. 2.3.1);
Q(c) partiční funkce stavů kontinua, příp. s indexem e, elektronu (kap. 2, odd.
2.3.1);
Q˜int renormalizovaná vnitřní složka partiční funkce (kap. 2, odd. 2.3.1);
Q teplo dodané systému (kap. 2), [J];
q generalizovaná souřadnice, s indexem i složka vektoru konfiguračního prostoru
(kap. 2), [m]; celková partiční funkce jedné molekuly, s indexem i, molekuly
komponenty Ci (kap. 2, 3); s indexem i, veličina definovaná pomocí vztahů
(4.28), (4.29) (kap. 4);
q∗i veličina definovaná pomocí vztahů (4.28) (kap. 4);
qexi neideální složka veličiny qi (kap. 4);
q vektor v generalizovaných souřadnicích, bod konfiguračního prostoru (kap. 2),
[m];
qˆ kvantově-mechanický operátor polohy (kap. 2), [m];
R s argumentem r, radiální složka vlastní funce, příp. s indexem nl pro pole
centrálních sil (kap. 2, kap. 3); Rydbergova konstanta (kap. 2, odd. 2.3.1),
R∞ = 10 973 731.568 527 m−1; dimenze (kap. 1); rotační kvantové číslo (Hun-
dův případ d, kap. 3); s indexem z, operace rotace kolem osy z (kap. 3);
R rádius vektor jádra atomu, s indexem α, atomu α (kap. 2), [m]; vektor rotač-
ního impulsmomentu (Hundův případ d, kap. 3), [J s];
Rnm elektrický dipólový moment přechodu mezi stavy m a n (kap. 3), [C m];
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R molární plynová konstanta R = 8.314 472 J K−1mol−1 (kap. 2–4);
r velikost vektoru r, vzdálenost (kap. 2–4), [m]; s indexem e, rovnovážná me-
zijaderná vzdálenost v minimu potenciální energie; s indexem 0 rovnovážná
mezijaderná vzdálenost v nulovém vibračním stavu; s indexem v rovnovážná
mezijaderná vzdálenost ve vibračním stavu v, též s indexem r,v pro rovno-
vážnou geometrii v daném vibračně-rotačním stavu (kap. 3), [m];
rjk veličina definovaná vztahem (4.24) ve výpočtu složení (kap. 4);
rmax souřadnice maxima efektivního potenciálu (obr. 3.1, kap. 3), [m];
rmin souřadnice nimima efektivního potenciálu (obr. 3.1, kap. 3), [m];
rHS,i poloměr molekuly komponenty Ci v modelu tuhých koulí (kap. 4), [m];
r vektor v kartézských souřadnicích (kap. 2), [m];
rc rádiusvektor hmotného středu molekuly (kap. 2), [m];
r˙ rychlost (s indexem c, rychlost pohybu hmotného středu, kap. 2), [m s−1];
r¨ zrychlení (s indexem c, zrychlení pohybu hmotného středu, kap. 2), [m s−2];
rη vektor r množiny vybraných molekul (kap. 2);
rN−η vektor r doplňku množiny vybraných molekul (kap. 2);
S entropie (kap. 2–4); celkový elektronový spin molekuly zadaný kvantovým
číslem S (kap. 2, 3);
S◦ standardní molární entropie, s indexem i, komponenty Ci (kap. 3, 4, příloha
C), [J K−1, mol−1];
S¯◦ parciální molární standardní entropie, s indexem i, komponenty Ci (kap. 3),
[J K−1, mol−1];
Skr se dvěma indexy, prvek matice unitární transformace (kap. 2);
S◦tr translační složka standardní molární entropie, s indexem i komponenty Ci
(kap. 3, 4) [J K−1, mol−1];
Sex dodatková entropie (příloha C), [J K−1];
S vektor celkového elektronového spinu molekuly (kap. 2, 3), [J s];
S matice unitární transformace (kap. 2);
[S] Slaterova suma (kap. 2);
s vektor spinového impulsmomentu elektronu (kap. 2), [J s];
s spin elektronu zadaný kvantovým číslem s (kap. 2); obecně označení symet-
rického stavu (kap. 3);
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S uspořádaná množina – systém (kap. 2 a 4);
S ∗ systém ve stavu ideálního plynu (kap. 2 a 4);
T absolutní teplota (kap. 1–5), [K];
Te s indexem i, energie elektronového stavu i, vzhledem k minimu plochy poten-
ciální energie, s indexem X pro základní stav (kap. 3), [cm−1];
T0 s indexem i, energie elektronového stavu i, vzhledem nulové hladině energie,
s indexem X pro elektronový základní stav (kap. 3), [cm−1];
Tref referenční teplota (kap. 3, příloha C), [K];
T klasická kinetická energie (kap. 2, 3), [J];
Tinter kinetická energie interakce mezi stupňi volnosti (kap. 2), [J];
Tr kinetická energie rotace (kap. 2, 3), [J];
Ttr kinetická energie translace (kap. 2), [J];
Tv kinetická energie vibrace (kap. 2, 3), [J];
Tˆ kvantově-mechanický operátor kinetické energie (kap. 2, 3), [J];
t čas (kap. 2), [s];
U vnitřní energie (kap. 2, 3), [J];
U◦Tref ,i standardní molární vnitřní energie komponenty Ci, s indexem Tref , za refe-
renční teploty Tref , (příloha C), [J mol−1];
U ex dodatková vnitřní energie (příloha C), [J];
U¯ exi parciální molární dodatková vnitřní energie komponenty Ci (příloha C), [J mol
−1];
U¯ coni kontaktní složka dodatkové parciální molární vnitřní energie komponenty Ci
(kap. 4, příloha D), [J mol−1];
U¯ eli elektrostatická složka dodatkové parciální molární vnitřní energie komponenty
Ci (příloha D), [J mol−1];
∆fU◦ standardní slučovací vnitřní energie, s indexem Tref za referenční teploty Tref ,
s indexem 0, za referenční teploty 0 K, příp. dalším indexem i označujícím
komponentu Ci (kap. 3, 4), [J mol−1];
u s indexem nebo funkce indexové proměnné a konfiguračních souřadnic, funkce
báze dané reprezentace (kap. 2); s indexem i, pro vibraci i, proměnná defi-
novaná pomocí (3.102) (kap. 3, odd. 3.2.3); proměnná zavedená ve výpočtu
složení (rovnice (4.21), kap. 4); jako dolní index označuje lichou (ungerade)
elektronovou funkci (kap. 3);
V objem (kap. 2–4), [m3];
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V¯i parciální molární objem komponenty Ci (příloha C), [m3mol−1];
Vt celkový objem systémů v souboru (kap. 2), [m3];
V potenciální energie (kap. 2, 3), [J];
Ve minimum plochy potenciální energie (kap. 3), [J];
Vel energie elektrostatické interakce (kap. 3), [J];
Veff efektivní potenciál (kap. 3), [J];
Vrot energie rotační interakce (kap. 3), [J];
Vso energie spin-orbitální interakce (kap. 3), [J];
Vˆ kvantově-mechanický operátor potenciální energie (kap. 2), [J];
v s indexem nebo funkce indexové proměnné a konfiguračních souřadnic, funkce
báze dané reprezentace (kap. 2); vibrační kvantové číslo (kap. 3);
vmax maximální vibrační kvantové číslo (kap. 3);
v rychlost (kap. 2) [m s−1]; množina vibračních kvantových čísel (kap. 3);
W práce, příp. s indexem (chap. 2), [J];
WN Boltzmannův faktor (chap. 2);
W
[v]
τ implicitně zadaný faktor v energii rotačního termu asymetrického rotoru (chap.
3);
w funkce kvantové korekce ke klasickému fázovému integrálu (kap. 2, odd. 2.2.2);
s indexem i statistická váha stavu i (chap. 3);
wij se dvěma indexy, potenciál střední síly (kap. 2), [J];
wn obsazovací pravděpodobnost stavu n (kap. 2);
wPLn Planck-Brillouinnova obsazovací pravděpodobnost stavu n (kap. 2, odd. 2.3.1);
W hustota pravděpodobnosti (kap. 2);
X označení elektronového základního stavu v symbolu spektrálního termu (kap.
3);
X s indexem i, zobecněná síla (kap. 2); jako index, označení elektronového zá-
kladního stavu (kap. 3); příp. s indexem, též s pruhem, obecné označení ter-
modynamické proměnné (kap. 3, 4, příloha C);
x bez indexu, kartézská souřadnice (kap. 2, 3); s indexem i – externích proměnná
(pouze kap. 2); molárních zlomek komponenty Ci (kap. 4); bez indexu označení
pro κdij použité v příl. D;
xij konstanta anharmonicity druhého řádu (kap. 3), [cm−1];
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x0ij konstanta anharmonicity druhého řádu vzhledem k nulovým vibracím (vztah
(3.81), kap. 3), [cm−1];
x množina externích proměnných (pouze kap. 2); množina molárních zlomků
(kap. 4);
xˆ operátor externí proměnné (kap. 2);
Y konstanta zavedená ve vzorci (3.153) (kap. 3);
Ylj koeficient v rozvoji energie vibrujícího rotoru (kap. 3);
Ylm úhlově závislá složka vlastní funkce impulsmomentu (kap. 2);
y bez indexu, kartézská souřadnice (kap. 2, 3);
yijk konstanta anharmonicity třetího řádu (kap. 3), [cm−1];
y0ijk konstanta anharmonicity třetího řádu vzhledem k nulovým vibracím (vztah
(3.82), kap. 3), [cm−1];
Z bez indexu, konfigurační integrál (kap. 2); protonové číslo atomu, s indexem
α, atomu α (kap. 2); konstanta zavedená ve vzorci (3.154) (kap. 3); obecná
stavová proměnná (kap. 4);
Z ′ jiné vyjádření konfiguračního intergálu ve vzorci (2.193) (kap. 2);
z bez indexu, kartézská souřadnice (kap. 2, 3);
zi náboj iontu Ci v jednotkách e (kap. 4);
α index (kap. 2, 3); neurčitý multiplikátor v odvození nejpravděpodobnější dis-
tribuce (kap. 2, odd. 2.1.5); s indexem i konstanta ve vibrační vlastní funkci
vibrace i (vzorec (3.74), kap. 3), [J−1 s−2]
αe konstanta závislosti rotační konstanty Bv na v prvního řádu (kap. 3), [cm−1];
αXi konstanta vibračně-rotační interakce vibrace i u rotační konstanty, kde X =
A,B,C (kap. 3), [cm−1];
α
(anharm.)
i anharmonický koeficient závislosti rotační konstanty na vibračním stavu vi
(kap. 3), [cm−1];
α
(Coriol.)
i koeficient Coriolisovy interakce závislosti rotační konstanty na vibračním stavu
vi (kap. 3), [cm−1];
α
(harm.)
i harmonický koeficient závislosti rotační konstanty na vibračním stavu vi (kap.
3), [cm−1];
αi úplná množina pozorovatelných veličin stavu i (kap. 2);
β neurčitý multiplikátor v odvození nejpravděpodobnější distribuce, součin kT
(kap. 2), [J ]; označení pro výraz definovaný v (3.129) (kap. 3);
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βe konstanta závislosti rotační konstanty Dv na v prvního řádu (kap. 3), [cm−1];
Γ s funkčním argumentem, Γ-funkce (kap. 2, odd. 2.3.1); bez indexu nereduko-
vatelná reprezentace (kap. 3); bez indexu, parametr neideality (kap. 4);
Γfp f dimenzionální impulsový prostor (kap. 2);
Γfq f dimenzionální konfigurační prostor (kap. 2);
Γ2fpq 2f dimenzionální fázový prostor (kap. 2);
γ neurčitý multiplikátor v odvození nejpravděpodobnější distribuce (kap. 2); fak-
tor ve vyjádření potenciálu γ/r (kap. 2, odd. 2.3.1), [J C−1m]; štěpící konstanta
dubletu a tripletu v Hundově případu (b) (kap. 3), [cm−1];
γe konstanta závislosti rotační konstanty Bv na v druhého řádu (kap. 3), [cm−1];
∆ rozdíl, přírůstek (kap. 2–4); označení dvakrát degenerované neredukovatelné
reprezentace v bodové grupě C∞,v, příp. D∞,h; stav s elektronovým impulsmo-
mentem Λ = 2 (kap. 3); bez indexu, rozdíl postupných aproximací látkových
množství n(l+1)− n(l), s indexem i, rozdíl postupných aproximací n(l+1)i − n(l)i ,
[mol]; s indexem X, relativní odchylka od ideality veličiny X v neideálním
systému (kap. 4);
∆γ element fázového prostoru (kap. 2);
∆0 determinant transformace z kartézských do zobecněných souřadnic (v rovn.
(2.211), kap. 2, odd. 2.3),
δ s funčním argumentem, Diracova δ-funkce (kap. 2); s indexem l, fázové posu-
nutí (kap. 2, odd. 2.3.1), [rad];
δij s dvojitým indexem, Kroneckerovo delta (kap. 2);
 velikost relativní chyby v kriteriu konvergence (kap. 4);
ε permitivita (kap. 4), [F m−1];
ε0 permitivita vakua, ε0 = 8.854 187 817 F m−1 (kap. 2, 4);
ζ index (kap. 2); náboj jádra atomu v jednotkách e připadající na Rydbergův
elektron (pouze kap. 2, odd. 2.3.1); s indexem i, resp. dvojnásobným indexem
ij, konstanta Coriolisovy interakce degenerované vibrace i, resp. vibrací i, j
(kap. 3);
η uspořádaná množina vybraných molekul (kap. 2); (kap. 2);
Θ s indexem J ± ΛM úhlově závislá složka vlastní funkce symetrického rotoru
(kap. 2); složka elektronové vlastní funkce dvouatomové molekuly, téžΘ, v ci-
lindrických souřadnicích (kap. 2);
θ Eulerův úhel; polární úhel (kap. 3), [rad];
θ0 konstanta ve vztahu (3.93) (kap. 3);
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κ stínící konstanta Debye-Hückelova potenciálu, rovna λ−1D (kap. 2, 4), [m
−1];
Λ de Broglieho tepelná vlnová délka (kap. 2, 3), [m]; kvantové číslo určující
impulsmoment daný projekcí orbitálního impulsmomentu do geometrické osy
molekuly (kap. 3);
Λ vektor impulsmomentu daný projekcí orbitálního impulsmomentu do geome-
trické osy molekuly (kap. 3);
λ označení druhu molekuly množiny η (kap. 2, odd. 2.1.1); obecné označení
vlastní hodnoty (kap. 2, 3); s indexem i, kvadrát kruhové frekvence normální
vibrace i (kap. 2), [s−2]; s indexem i, neurčitý multiplikátor i (kap. 4);
λD Debyeova délka, rovna κ−1 (kap. 2, 4), [m];
µ index; označení vybrané molekuly množiny η (kap. 2); s indexem i, chemický
potenciál komponenty Ci (kap. 2–4), [J mol−1]; bez indexu, redukovaná hmot-
nost (kap. 2, 3), [kg];
µ◦i standardní chemický potenciální komponenty Ci (kap. 3, 4) [J mol
−1];
µconi kontaktní složka dodatkového chemického potenciálu komponenty Ci (kap. 4,
příloha D), [J mol−1];
µ
(`+1)
i následná aproximace chemického potenciálu komponenty Ci vycházející z apro-
ximace složení kroku ` (kap. 4), [J mol−1];
µeli elektrostatická složka dodatkového chemického potenciálu komponenty Ci (kap.
4, příloha D), [J mol−1];
µex dodatkový chemický potenciál, s indexem i komponenty Ci (kap. 2–4), [J mol−1];
ν stechiometrický koeficient (kap. 1, 3); index; neurčitý multiplikátor v odvození
nejpravděpodobnější distribuce (kap. 2), [m−3]; obecně vlnočet; s indexem i,
fundamentální frekvence vibrace i (kap. 3), [cm−1];
Ξ partiční funkce grandkanonického souboru (kap. 2); paramer vymezující pla-
tost Debye-Hückelovy teorie (kap. 4);
ξ index (kap. 2); s indexem, proměnná rozsahu reakce (pouze kap. 1); obecná
souřadnice v kvantové mechanice (kap. 2); normální souřadnice; s indexem a,
b, polární souřadnice (kap. 3); relativní souřadnice definovaná v (3.128) (kap.
3);
ξ množina proměnných označující rozsah reakce (pouze kap. 1); obecná množina
souřadnic v kvantové mechanice (kap. 2); množina normálních souřadnic (kap.
3);
Π obecné označení partiční funkce (kap. 2); označení dvakrát degenerované ne-
redukovatelné reprezentace v bodové grupě C∞,v, příp. D∞,h; stav s elektro-
novým impulsmomentem Λ = 1 (kap. 3);
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ρ dimenze (kap. 2); hustota, příp. částicová koncentrace – s indexem i, kompo-
nenty Ci (kap. 2–4); s indexem i, radiální souřadnice v polárních souřadnicích
(kap. 3);
ρ(h) redukovaná distribuční funkce řádu h (kap. 2);
ρ(N) distribuční funkce konfiguračního prostoru (kap. 2);
ρ0 pravděpodobnost daného stavu systému v uniformním nebo mikrokanonickém
souboru (kap. 2);
% nenormalizovaná distribuční funkce (kap. 2);
Σ kvantové číslo zadané projekcí celkového spinu MS do mezijaderné osy; ozna-
čení nedegenerované neredukovatelné reprezentace v bodové grupě C∞,v, příp.
D∞,h; stav s elektronovým impulsmomentem Λ = 0 (kap. 3);
Σ vektor projekce celkového elektronového spinu do mezijaderné osy (kap. 3),
[J s];
σ dimenze; s indexem l, coulombické fázové posunutí (kap. 2, odd. 2.3.1), [rad];
bez indexu, číslo symetrie (kap. 3); funkce definovaná v příloze D;
σ množina spinových jaderných souřadnic (kap. 3);
σh horizontální rovina symetrie, též odpovídající operace zrcadlení (kap. 3);
σv verikální rovina symetrie, též odpovídající operace zrcadlení (kap. 3);
τ časový úsek (kap. 2), [s]; index rotačního kvantového čísla asymetrického ro-
toru (kap. 3); funkce definovaná v příloze D;
Υ partiční funkce zobecněného souboru (kap. 2);
Φ bez indexu, vlnová funkce, v p-reprezentaci (kap. 2);
Φ◦ standardní molární redukovaná Gibbsova energie, s indexem i, komponenty Ci,
s indexem Tref , za referenční teploty Tref , s indexem 0, za referenční teploty
0 K (kap. 3, 5), [J K−1 mol−1];
Φ◦int vnitřní složka standardní molární redukované Gibbsovy energie, s indexem i,
komponenty Ci (kap. 3), [J K−1 mol−1];
Φ◦tr translační složka standardní molární redukované Gibbsovy energie, s indexem
i, komponenty Ci (kap. 3), [J K−1 mol−1];
φ jedno z označení vlastní funkce hermitovského operátoru (kap. 2); azimutální
úhel (kap. 2);
ϕ jedno z označení vlastní funkce hermitovského operátoru (s různým indexem,
kap. 2); s indexem i, azimutální úhel elektronu nebo atomu i; s indexem i
fáze harmonických kmitů (kap. 3); s indexem j elektrostatický potenciál ve
vzdálenosti r od centrálního iontu Cj (kap. 4), [V]; aproximační koeficient pro
STF, též s indexem m (příloha C), [J K−1mol−1];
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χ funkce spinových souřadnic (kap. 2); Eulerův azimutální úhlel (kap. 3), [rad];
Ψ vlnová funkce, v q-reprezentaci (kap. 2);
ψ vlastní funkce hermitovského operátoru (s různým indexem, kap. 2);
ψe vlastní funkce elektronových souřadnic (kap. 2, 3);
ψ+e elektronová vlastní funkce symetrická vzhledem k zrcadlení (kap. 3);
ψ−e elektronová vlastní funkce antisymetrická vzhledem k zrcadlení (kap. 3);
ψint vlastní funkce vnitřních stupňů volnosti (kap. 2, 3);
ψn vlastní funkce jaderných souřadnic (kap. 2, 3);
ψns vlastní funkce jaderných spinových souřadnic (kap. 3);
ψMIns vlastní funkce jaderných spinových souřadnic odpovídající projekci MI (kap.
3);
ψr rotační vlastní funkce (kap. 3);
ψ+r positivní rotační vlastní funkce (kap. 3);
ψ−r negativní rotační vlastní funkce (kap. 3);
ψr,v vibračně-rotační vlastní funkce (kap. 3);
ψv vibrační vlastní funkce (kap. 3);
ψs vlastní funkce elektronových spinových souřadnic (kap. 3);
ψt, ψtot celková vlastní funkce molkekuly se zahrnutím jaderného spinu (kap. 3);
ψtr vlastní funkce translačních stupňů volnosti (kap. 2, 3);
Ω celkový počet stavů systému souboru (kap. 2); s argumentem n, počet stavů
souboru distribuce n (kap. 2); kvantové číslo odpovídající impulsomentu da-
ného součtem projekce orbitálního a spinového impulsmomentu do geomet-
rické osy molekuly (kap. 3);
Ω vektor impulsmomentu daný součtem projekce orbitálního a spinového impul-
smomentu do geometrické osy molekuly (kap. 3), [J s];
ω s indexem x, y, z – úhlová frekvence kolem os x, y, z, s indexem A, B, C, pak
kolem hlavních os (kap. 3), [s−1];
ω0,i úhlová frekvence normálního modu i (kap. 3), [s−1];
ω vektor úhlové frekvence (kap. 3), [s−1];
ωi harmonická frekvence vibrace i (vlnočet, kap. 3), [cm−1];
ω0i harmonická frekvence vibrace i vzhledem k nulovým vibracím (vztah (3.80),
kap. 3), [cm−1];
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ωe harmonická frekvence dvouatomové molekuly vlnočet (kap. 3), [cm−1];
ω0 „harmonická fundamentálníÿ frekvence dvouatomové molekuly (vlnočet, kap.
3, vztahy (3.119)), [cm−1];
ωexe anharmonická frekvence dvouatomové molekuly (vlnočet, kap. 3), [cm−1];
ω0x0 anharmonická frekvence dvouatomové molekuly (vlnočet, kap. 3, vztahy (3.119)),
[cm−1];
ωeye anharmonická frekvence dvouatomové molekuly (vlnočet, kap. 3), [cm−1];
ω0y0 anharmonická frekvence dvouatomové molekuly (vlnočet, kap. 3, vztahy (3.119)),
[cm−1];
ωeze anharmonická frekvence dvouatomové molekuly (vlnočet, kap. 3), [cm−1];
ω0z0 anharmonická frekvence dvouatomové molekuly (vlnočet, kap. 3, vztahy (3.119)),
[cm−1];
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Příloha A
Seznam látek
Zde je seznam látek, k nimž byly autorem dizertace připravena vstupní data pro výpočet
STF a provedeny vlastní výpočty metodou partiční funkce1. Vypočtené hodnoty STF ve
formě aproximačních koeficientů (Příloha B) jsou uloženy v souboru species, odkazy na
literaturu v souboru references.txt. Takto tabelované STF jsou součástí databázového
systému popsaného v [32].
Látky v referenčních stavech
O2, H2, F2, N2, Ar, Cl2.
Atomární látky
O, O+, O2+, O3+, O4+, O5+, O6+, H, H+, H−, F, F+, F2+, F3+, F4+, F5+, F6+, F−, Ar+,
Ar2+, Ar3+, Ar4+, Ar5+, Ar6+, Ar7+, S, S+, S2+, S3+, S4+, S5+, S6+, S7+, N, N+, N2+,
N3+, N4+, N5+, N6+, C, C+, C2+, C3+, C4+, C5+, C−, Ca, Ca+, Ca2+, Ca3+, Ca4+, Ca5+,
Ca6+, Ca7+, W, W+, W2+, W3+, W4+, Cu, Cu+, Cu2+, Cu3+, Cu4+, Cu5+, Cu6+, Cl, Cl+,
Cl2+, Cl3+, Cl4+, Cl5+, Cl6+, Cl7+, Cl8+.
Látky tvořené dvouatomovými molekulami
O+2 , O
−
2 , H
+
2 , H
−
2 , OH, OH
+, OH−, N+2 , N
−
2 , F
+
2 , F
−
2 , FO, FO
+, FO−, HF, HF+, S2, S+2 ,
S−2 , SO, SO
+, SO−, SH, SH+, SH−, SF, SF+, SF−, NO, NO+, NO−, NH+, NH, NH−, NF,
NF+, NF−, NS, NS+, NS−, C2, C+2 , C
−
2 , CO, CO
+, CO−, CH, CH+, CH−, CF, CF+, CS,
CS+, CN, CN+, CN−, Ca2, CaO, CaO+, CaH, CaF, CaF+, CaS, WO, WF, WF+, WF−,
Cu2, CuO, CuH, CuF, CuS, CuS+, CuS−, Cl+2 , Cl
−
2 , ClO, ClO
+, ClO−, HCl, HCl+, ClF,
ClF+, ClF−, SCl, SCl+, CCl, CCl+, CaCl, CaCl+, WCl, CuCl.
Látky tvořené víceatomovými molekulami
O3, O
+
3 , O
−
3 , H
+
3 , HO2, HO
+
2 , HO
−
2 , N3, N
+
3 , N
−
3 , H2O, H2O
+, H2O2, H2O
+
2 , H3O
+, F−3 ,
F2O, F2O2, S3, S
+
3 , S
−
3 , S4, S
+
4 , S
−
4 , S5, S6, S7, S8, HSO, HSO
+, HOS, SF2, SF
+
2 , SF
−
2 , SF3,
SF+3 , SF
−
3 , SF4, SF
+
4 , SF
−
4 , SF5, SF
+
5 , SF
−
5 , SF6, SF
−
6 , FS2F, S2F2, S2F
+
2 , FS2F
−, S2F+,
S2F, S2F−, S2F10, SOF2, SO2F2, NO2, NO+2 , NO
−
2 , N2O, N2O
+, N2O−, N2O3, N2O4, N2O5,
NO3, NO
−
3 , NF2, NF
+
2 , NF
−
2 , NF3, NF
+
3 , N2F2, N2F4, C3, C
−
3 , C4, C
−
4 , C5, C
−
5 , CF2, CF
+
2 ,
1 Výpočty STF atomárních látek provedl hlavní autor databázového systému [32] (O. Coufal), výpočty
látek sestávajících ze dvou- a víceatomových molekul provedl autor dizertace.
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CF−2 , CF3, CF
+
3 , CF
−
3 , CF4, C2F, C2F
+, C2F−, FC2F, FC2F+, C2F2, C2F−2 , C2F3, C2F4,
C2F
+
4 , C2F5, C2F6, CS2, CS
+
2 , CF3SF5, NCN, CNN, CNC, CCN, C2N2, C4N2, C4N
+
2 ,
FCN, FCN+, CF3CN, WF2, WF
+
2 , WF
−
2 , Cl
−
3 , ClOO, OClO, OClO
+, OClO−, ClOCl,
Cl2O, HOCl, HOCl+, FClF, FClF+, FClF−, ClF3, ClF5, ClO3F, SCl2, SCl+2 , S2Cl, SClF5,
SO2ClF, SO2Cl2, ClOOCl, ClOClO, ClClO2, Cl2S2, ClNO, ClNO+, ClNO2, ClNO
+
2 , CCl2,
CCl+2 , CCl
−
2 , CCl3, CCl4, C2Cl, ClC2Cl, C2Cl3, C2Cl4, ClCO, Cl2CO, Cl2CO
+, CHCl,
CH2Cl, CH3Cl, CHCl2, CH2Cl2, CHCl3, C2HCl, C2H3Cl, C2H2Cl2, C2HCl3, HCOCl,
HCOCl+, CFCl, CF2Cl, CF3Cl, CFCl2, CF2Cl2, CFCl3, C2FCl, C2F3Cl, C2F2Cl2, C2FCl3,
FCOCl, CHFCl, CH2FCl, CHF2Cl, CHFCl2, C2H2FCl, C2HF2Cl, C2HFCl2, ClCN, ClCN+,
CaCl2, WCl6, WCl5, WCl2, WCl4, WO2Cl2, OWCl4, Cu3Cl3.
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Příloha B
Aproximace STF
Vypočtené hodnoty STF jsou v databázovém systému [32] aproximovány funkcemiAΦ◦(T ),
A[H◦(T ) − H◦(0)], AS◦(T ) a AC◦p(T ), jež jsou určeny koeficienty ϕ0, ϕ, ϕ−2, ϕ−1, ϕ0,
. . . , ϕ3. Tyto koeficienty jsou uloženy v souboru species. Vztahy mezi aproximacemi
STF jsou dány (3.30)–(3.32). Metoda aproximace je popsána v [32]1. Aproximace STF
jsou definovány vztahy
AΦ◦(T ) = ϕ ln t+
3∑
m=−2
ϕmt
m,
A[H◦(T )−H◦(0)] = T
(
ϕ+
3∑
m=−2
mϕmt
m
)
,
AS◦(T ) = ϕ(1 + ln t) +
3∑
m=−2
(m+ 1)ϕmt
m,
AC◦p(T ) = ϕ+
3∑
m=−2
(m+ 1)mϕmt
m,
(B.1)
kde
t =
T
104 K
.
Vzorce (B.1) platí pro jakoukoliv referenční teplotu (zde 0 K) a standardní tlak.
1 Autorem algoritmu pro výpočet aproximace je hlavní autor databázového systému [32] (O. Coufal).
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Příloha C
Termodynamické funkce
Pro enthalpii a vnitřní energii, Xi = Hi, Ui
X∗Tref ,i(T ) = X
◦
Tref ,i
(T ) = ∆fX
◦
Tref ,i
+X◦i (T )−X◦i (Tref). (C.1)
Z termodynamických funkcí systému S vybíráme
Vnitřní energie
U(T, V ) =
N∑
i=1
niU
◦
Tref ,i
+ U ex =
N∑
i=1
niH
◦
Tref=0,i − nRT + U ex, (C.2)
enthalpie
H(T, P ) =
N∑
i=1
niH
◦
Tref ,i
+Hex,
H(T, V ) =
N∑
i=1
niH
◦
Tref=0,i − nRT + U ex + PV,
(C.3)
entropie
S(T, V ) =
N∑
i=1
ni(S
◦
i −R lnni) + nR ln
P ◦V
RT
+ Sex(n, T, V ),
S(T, P ) =
N∑
i=1
ni(S
◦
i −R lnni) + nR ln
nP ◦
P
+ Sex(n, T, P ),
(C.4)
tepelná kapacita za konstantního tlaku
Cp,f =
(
∂H
∂T
)
P,n
=
N∑
i=1
niC
◦
p,i + C
ex
p,f ,
Cp = Cp,f +
N∑
i=1
(
∂ni
∂T
)
P
(
H◦i,Tref + H¯
ex
i
)
,
(C.5)
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tepelná kapacita za konstantního objemu
Cv,f =
(
∂U
∂T
)
V,n
=
N∑
i=1
niC
◦
v,i + C
ex
v,f =
N∑
i=1
niC
◦
p,i − nR + Cexv,f ,
Cv = Cv,f +
N∑
i=1
(
∂ni
∂T
)
V
(
U◦i,Tref + U¯
ex
i
)
= Cv,f +
N∑
i=1
(
∂ni
∂T
)
V
(
H◦i,Tref=0 −RT + U¯ exi
)
,
(C.6)
kde Cp,f , resp. Cv,f , označuje zamrzlou tepelnou kapacitu za konstantního tlaku, resp.
objemu.
Ze vztahů mezi paciálními derivacemi uveďme rozdíl Cp,f−Cv,f pro nezávislé proměnné
T , V , n
Cp,f − Cv,f =
[(
∂U
∂V
)
T,n
+ P
](
∂V
∂T
)
P,n
= −T
(
∂P
∂T
)2
V,n
/(
∂P
∂V
)
T,n
(C.7)
a parciální molární objem
V¯i =
(
∂V
∂ni
)
P,T,nj
= −
(
∂P
∂ni
)
T,V,nj
/(
∂P
∂V
)
T,n
. (C.8)
Všechny uvedené vztahy (C.1)–(C.8) jsou též v [230], appendix A1.
Další vztahy mezi termodynamickými funkcemi plynných látek jsou uvedeny v [273,
274].
1 Vztah (A.11) v [230] má být zapsán stejně jako zde (C.8), použití P˜i z definice (A.12) je nekonsis-
tentní s použitím v (B.4) [230].
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Dodatkové termodynamické funkce
Zde jsou uvedeny nejdůležitější ETF, které byly určeny na základě předpokladů učiněných
v kap. 4, odd. 4.1.5.
Definujme
NAd
3
ij = vij, x = κdij,
τ(x) =
3
x3
[
ln(1 + x)− x+ 1
2
x2
]
,
σ(x) =
3
x3
[
1 + x− 1
1 + x
− 2 ln(1 + x)
]
.
kde dij = rHS,i + rHS,j je definováno v odd. 4.1.5. Střední hodnoty funkcí jsou definovány
pomocí (4.39).
Dále jsou uvedeny parciální molární veličiny a tlak, X¯exi = X¯
el
i + X¯
con
i
Helhmoltzova energie
A¯eli = −
F2
12piεNA
z2i κ 〈τ(x)〉i ,
A¯coni =
2pi
3
RT
N∑
j=1
cjvij,
(D.1)
chemický potenciál
µeli = −
F2
8piεNA
z2i κ
〈
1
1 + x
〉
i
,
µconi =
4pi
3
RT
N∑
j=1
cjvij = 2A¯
con
i ,
(D.2)
vnitřní energie
U¯ eli = µ
el
i ,
U¯ coni = 0,
(D.3)
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tlak
P¯ eli = −
F2
24piεNA
z2i
κ
V
〈σ(x)〉i ,
P¯ coni =
2pi
3
RT
N∑
j=1
cj
vij
V
= A¯coni /V,
(D.4)
enthalpie
H¯eli = U¯
el
i + P¯
el
i V,
H¯coni = P¯
con
i V,
(D.5)
zamrzlá tepelná kapacita za konstantního objemu
C¯ elv,f,i = −
F2
16piεNA
z2i
κ
T
〈(
1
1 + x
)2〉
i
,
C¯ conv,f,i = 0,
(D.6)
přičemž zamrzlá tepelná kapacita za konstantního tlaku se dá odtud získat za použití
(C.7) v příloze C.
Zde uvedené vztahy (D.1)–(D.6), jsou uvedeny rovněž v [230], Appendix B1.
1 Na místo symbolu P¯i vztahu pro tlak (D.4), je v [230], Appendix B, (B.4) použit symbol P˜i z důvodu
odlišení od parciálních molárních veličin. V každém případě však P˜i ≡ P¯i,
∑
i niP¯
ex
i = P
ex.
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